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En 2005, apre`s avoir soutenu une the`se en physique atomique expe´rimentale au SYRTE
(Syste`mes de Re´fe´rence Temps-Espace) a` l’Observatoire de Paris sur le de´veloppement
d’une horloge micro-onde fonctionnant sur le principe du pie´geage cohe´rent de popula-
tion, je suis parti, pendant deux ans, au JILA (Joint Institute of Laboratory Astrophy-
sics) participer aux travaux sur l’une des premie`res horloges optiques utilisant les atomes
de strontium 87Sr. J’ai de´couvert sur place, sous la direction de Jun Ye et en interaction
avec les e´tudiants en the`se Andrew Ludlow et Marty Boyd, un champ de recherche pas-
sionnant en me´trologie des fre´quences optiques. Durant ces deux anne´es, j’ai comple´te´
mes connaissances expe´rimentales et pour progresser dans la de´termination comple`te
d’une quantite´ physique, j’ai essaye´ d’expliquer les re´sultats expe´rimentaux obtenus par
des mode`les the´oriques rigoureux en physique atomique. J’ai e´galement de´couvert de
manie`re expe´rimentale le monde de l’optique non-line´aire avec la synthe`se de fre´quences op-
tiques. Revenu, pour occuper pendant un an, un poste d’attache´ temporaire enseignement-
recherche au LPL (Laboratoire de Physique des Lasers), j’ai de´couvert, sous la direction
de Bruno Laburthe-Tolra et avec Quentin Beaufils, le monde des gaz quantiques de bo-
sons et de fermions de´ge´ne´re´s lors de la seconde observation expe´rimentale, en de´cembre
2007, d’un condensat de Bose-Einstein d’atomes de chrome 52Cr apre`s celle obtenue par
le groupe de Tilman Pfau en 2005. C’est dans cette e´quipe que j’ai pu e´tudier, sous
l’impulsion de Bruno Laburthe-Tolra, l’habillage radiofre´quence d’atomes ultra-froids en
pre´sence d’interactions dipolaires magne´tiques. En 2008, j’ai inte´gre´ l’e´quipe de me´trologie
longueur-laser de l’INM (Institut National de Me´trologie) ou` Jean-Jacques Zondy travaille
sur le de´veloppement des oscillateurs parame´triques optiques (OPOs) pour la spectrosco-
pie mole´culaire. En assurant l’encadrement du travail expe´rimental d’Emeline Andrieux et
Abdallah Rihan sur deux anne´es, nous avons construit deux OPOs dont une source laser
de type SRO (Signal Resonant OPO) continuˆment accordable sur plus de 500 GHz autour
de 3-4 µm dans l’infrarouge moyen.
Ayant aborde´ plusieurs champs de recherche au cours de mes activite´s scientifiques, je
me focalise, dans ce me´moire, sur les aspects the´oriques et expe´rimentaux de la spectro-
scopie laser de transitions atomiques permises et interdites en vue d’une application aux
horloges atomiques.
Ces travaux de recherche se situent a` l’interface entre la physique atomique des horloges
et l’instrumentation laser optique/micro-onde avec pour objectif de re´aliser de nouveaux
spectrome`tres a` tre`s haute re´solution en fre´quence. Parmi les spectrome`tres, les horloges
optiques constituent la nouvelle ge´ne´ration d’e´talons de fre´quence capables de mesurer de
tre`s faibles corrections de quelques mHz sur des transitions atomiques de re´fe´rence de plu-
sieurs centaines de THz. L’utilisation d’un re´seau optique non perturbatif a` la longueur
d’onde dite magique contenant de nombreux atomes refroidis par laser avec des temps
d’interrogation de plus d’une seconde permet de re´aliser la spectroscopie a` tre`s haute
re´solution d’une transition atomique faiblement permise par couplage dipolaire e´lectrique.
Avec de telles proprie´te´s me´trologiques, les horloges a` atomes froids re´alisent aujourd’hui
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des tests extreˆmement contraignants sur la stabilite´ temporelle de certaines constantes
fondamentales ou encore en relativite´ ge´ne´rale avec le test du principe d’e´quivalence.
Je pre´sente, dans ce me´moire, les principaux aspects the´oriques que j’ai de´veloppe´s et
les aspects expe´rimentaux auxquels j’ai participe´ concernant la premie`re e´tude inte´grale du
spectre Zeeman de l’isotope fermionique 87Sr a` la fre´quence optique de 430 THz (698 nm).
La spectroscopie laser a permis notamment de mesurer le facteur de Lande´ diffe´rentiel du
niveau 3P0 induit par la pre´sence d’un couplage spin-orbite avec le spin nucle´aire I=9/2
de l’atome. Afin d’e´liminer des effets syste´matiques lie´s aux fluctuations de polarisation
du laser d’horloge dans le pie`ge dipolaire et d’en ame´liorer l’exactitude au niveau relatif
de 10−17, le JILA a propose´ en 2005 la re´alisation de la spectroscopie laser induite par
re´sonance noire en pre´parant l’isotope bosonique 88Sr, de spin nucle´aire nul, dans une
superposition d’e´tats quantiques transparente a` la lumie`re laser. Face au proble`me fonda-
mental du de´placement lumineux (ou ”light-shift” en anglais) qu’il faut toujours minimiser
pour e´viter de perturber les e´tats atomiques interroge´s par le laser, l’interrogation continue
propose´e par le JILA ne permettait pas de pre´parer la superposition comple`te des e´tats
atomiques avant 160 secondes. J’ai alors propose´ de remplacer l’interrogation continue de
la transition d’horloge bosonique par une interaction laser EIT/Raman en re´gime impul-
sionnel qui re´duit ce temps de pre´paration tout en e´liminant la correction de fre´quence
induite par le de´placement lumineux.
Cette transparence induite par une se´quence d’impulsions lasers se´pare´es dans le temps,
mise au point au cours de mon pre´ce´dent travail de the`se au SYRTE, avait permis d’obser-
ver expe´rimentalement les premie`res franges de re´sonance noire pour un fonctionnement
en mode horloge a` la fre´quence micro-onde de 9.2 GHz. Apre`s une e´tude approfondie, le
groupe du JILA a suivi ma proposition et s’est lance´ dans la mise au point d’une stabili-
sation phase-fre´quence entre un laser bleu a` 461 nm et un laser infrarouge a` 1.3 µm pour
la spectroscopie du boson 88Sr.
Au meˆme moment, le NIST (National Institute of Standards and Technology) a propose´
puis de´montre´ expe´rimentalement en 2006 l’activation de la transition interdite d’une
espe`ce bosonique a` l’aide d’un me´lange entre e´tats triplets excite´s 3P0 et
3P1 avec un
petit champ magne´tique statique tre`s facile a` mettre en oeuvre. Toutefois, afin d’e´tablir
un taux d’excitation ne´cessaire pour observer rapidement la re´sonance sur le boson, il
convient de trouver un compromis entre l’intensite´ du champ laser et l’amplitude du
champ magne´tique statique pour ne pas trop perturber la fre´quence d’horloge. Comme
alternative a` la technique spectroscopique du NIST, j’ai propose´ en 2012, a` partir des
travaux re´alise´s par Serge Haroche et Claude Cohen-Tannoudji sur l’atome habille´ par
des photons de radiofre´quence, la re´alisation d’un spectre Zeeman artificiel sur l’espe`ce
fermionique du 87Sr, capable d’annuler au premier ordre la sensibilite´ aux fluctuations
du champ magne´tique statique ne´cessaire a` la leve´e de de´ge´ne´rescence des sous-niveaux
Zeeman de la transition atomique.
En 2010, face au proble`me de la stabilisation de l’amplitude du champ magne´tique
et de l’intensite´ laser requise pour atteindre une exactitude relative meilleur que 10−17,
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le groupe des horloges optiques du NIST revient sur la technique des franges de Ram-
sey et propose une nouvelle me´thode appele´e spectroscopie Hyper-Ramsey qui re´duit ces
fluctuations de plusieurs ordres de grandeur. Entre 2013 et le de´but de l’anne´e 2014, mes
derniers travaux qui feront l’objet d’une nouvelle publication, montrent que la spectrosco-
pie EIT/Raman et Hyper-Ramsey induisent des de´phasages sur la fonction d’onde d’un
atome que l’on peut soigneusement controˆler afin de diminuer fortement la sensibilite´ de
la transition d’horloge aux fluctuations de champs e´lectriques ou magne´tiques.
Recrute´ comme Maˆıtre de confe´rences en 2011 au laboratoire de physique mole´culaire
pour l’atmosphe`re et l’astrophysique a` l’UPMC (LPMAA maintenant inte´gre´ au Labo-
ratoire d’Etudes du Rayonnement et de la Matie`re en Astrophysique et Atmosphe`res
LERMA2), j’ai travaille´ pendant 2 ans sur le dispositif SIMCO (spectrome`tre a` diode
laser pour la mesure de la composition isotopique en CO2 atmosphe´rique) afin de ca-
racte´riser sa pre´cision instrumentale et les sources potentielles d’effets syste´matiques. Le
re´sultat principal a e´te´ l’e´limination de la non-line´arite´ en fre´quence lors du balayage en
courant de la source laser et une re´solution sur la mesure de concentration totale du CO2
atmosphe´rique au niveau de 0.06 ppmv limite´e par la bouteille de gaz de calibration. Mon
the`me de recherche s’oriente de´sormais vers le de´veloppement instrumental d’une nou-
velle ge´ne´ration de spectrome`tres a` diode laser largement accordable pour la spectroscopie
mole´culaire a` tre`s haute re´solution d’inte´reˆt atmosphe´rique et astrophysique. L’e´quipe du
poˆle ”mole´cules dans l’Univers” au LERMA2 s’inte´resse aux e´tudes fondamentales sur
les effets isotopiques de mole´cules atmosphe´riques comme l’ozone O3 et ses isotopologues
avec des mesures de pre´cision concernant les parame`tres des raies mole´culaires (inten-
site´, de´placement collisionnel, largeur de raie, section efficace d’absorption, etc...) dans le
domaine du THz. Cette spectroscopie a` tre`s haute re´solution repose aujourd’hui sur la
stabilisation en fre´quence de diodes a` sel de plomb par le controˆle interfe´rome´trique de
la longueur d’onde d’e´mission du laser. L’e´quipe dirige´ par Christof Janssen, dont je fais
partie, s’oriente aujourd’hui vers la conception d’un spectrome`tre a` diode laser a` cascade
quantique (QCL) stabilise´e dans l’infrarouge lointain a` partir d’un peigne de fre´quence
optique dont le taux de re´pe´tition sera re´fe´rence´ par un e´talon de fre´quence micro-onde
du SYRTE a` l’aide d’une fibre optique. A plus long terme, ce projet pourra s’inspirer
des de´veloppements rapides mene´s sur les techniques de refroidissement et de pie´geage
d’espe`ces mole´culaires a` fort moment dipolaire, ayant e´galement un roˆle important dans
la physico-chimie de l’enveloppe atmosphe´rique terrestre, afin d’ame´liorer encore l’exacti-
tude des mesures de fre´quences mole´culaires.
Cette habilitation a` diriger des recherches est compose´e de 3 chapitres concernant mes
principales activite´s scientifiques en physique atomique et inclut le futur projet scientifique
en spectroscopie mole´culaire avec le LERMA2 :
– • Le chapitre 1 pre´sente les e´tudes the´oriques que j’ai mene´es sur l’interaction
des spins nucle´aires avec les 2 e´lectrons de valence d’une espe`ce atomique alcalino-
terreuse et la caracte´risation expe´rimentale de la sensibilite´ Zeeman de la transition
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d’horloge. Il s’agissait de de´velopper un mode`le pertinent de type Breit-Wills en
interaction de configuration interme´diaire entre un couplage spin-orbite global et
individuel des 2 e´lectrons avec le noyau atomique. Le re´sultat de ce mode`le semi-
empirique a permis ensuite la premie`re confrontation d’une mesure expe´rimentale du
facteur de Lande´ de l’e´tat me´tastable 3P0 avec la pre´diction the´orique. Je pre´sente,
pour finir, la technique d’habillage radiofre´quence des spins nucle´aires de diffe´rentes
espe`ces fermioniques avec pour objectif de re´duire l’influence de l’effet Zeeman
line´aire et quadratique sur la transition d’horloge.
– • Le chapitre 2 contient les outils ne´cessaires au de´veloppement expe´rimental
d’une nouvelle horloge optique pour interroger une transition atomique a` deux
photons combinant le pie´geage cohe´rent de population et la transparence induite
e´lectromagne´tiquement avec l’interrogation impulsionnelle imagine´e par N.F. Ram-
sey. Parmi les outils the´oriques pre´sente´s, les e´quations d’e´volution des populations
et cohe´rences de la matrice densite´ sur un syste`me a` 3 niveaux d’e´nergie permettent
d’analyser avec pre´cision les effets de de´placements lumineux sur les e´tats atomiques.
Un mode`le de fonction d’onde complexe incluant le phe´nome`ne d’e´mission spontane´e
est e´galement utilise´ pour rechercher des conditions adapte´es sur la phase atomique
contenue dans le signal spectroscopique, ne´cessaires a` l’e´limination des de´placements
lumineux. Je pre´sente le montage expe´rimental re´alise´ en 2007 des premiers faisceaux
EIT/Raman asservis e´lectroniquement et stabilise´s en fre´quence a` 430 THz.
– • Le chapitre 3 est consacre´ a` mon nouveau the`me de recherche comportant le
de´veloppement d’un nouveau spectrome`tre laser a` tre`s haute re´solution pour la
me´trologie des fre´quences mole´culaires en sciences atmosphe´riques et pour l’astro-
physique de laboratoire. Ce chapitre contient une description du the`me se situant a`
l’interface entre la physique mole´culaire et le de´veloppement instrumental de sources
lasers infrarouges ultra stables en fre´quence.
Deuxie`me partie
Activite´s de recherche
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Chapitre 1
Spectroscopie laser des e´tats
magne´tiques d’un spin nucle´aire
Publications associe´es :
1. ”Compact thermal-noise-limited optical cavity for diode laser stabilization at 10−15”,
Opt. Lett. 32, 641 (2007).
2. ”Nuclear spin effects in optical lattice clocks”, Phys. Rev. A 76, 022510 (2007).
3. ”Magic radio-frequency dressing of nuclear spins in high-accuracy optical clocks”,
Phys. Rev. Lett. 109, 223003 (2012).
4. ”Continued-fraction analysis of dressed systems : Application to periodically driven
optical lattices”, Phys. Rev. A 87, 023424 (2013)
Ce chapitre pre´sente mes activite´s de recherches post-doctorales re´alise´es sur une hor-
loge optique utilisant l’espe`ce fermionique du strontium 87Sr conside´re´ comme un candidat
potentiel pour la rede´finition de la seconde en me´trologie Temps-Fre´quence.
Pourquoi remplacer un alcalin par un alcalino-terreux ? Les horloges micro-onde avec
l’exploitation de l’atome alcalin de ce´sium ont un niveau de performance qui se situe
aujourd’hui proche d’une exactitude relative de quelques 10−16. Les fontaines atomiques
ayant atteint pratiquement le bruit de projection quantique, pour ame´liorer encore ces per-
formances, il faudrait augmenter le nombre d’atomes ou affiner la largeur de la re´sonance.
Les ame´liorations a` apporter sont assez limite´es pour ces dispositifs. Elles re´sident davan-
tage dans le choix d’un nouvel atome dont les performances me´trologiques peuvent eˆtre
re´alise´es avec un bien meilleur controˆle des degre´s de liberte´ externes des variables ato-
miques comme l’effet de recul et l’effet Doppler avec un facteur de qualite´ de la re´sonance
beaucoup plus e´leve´. Atteindre une exactitude relative a` mieux que 10−16 ne´cessite alors
de confiner le mouvement atomique dans un pie`ge dipolaire non dissipatif capable de main-
tenir un nuage d’atomes pendant plusieurs secondes sans le perturber [1].
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Les effets syste´matiques les plus contraignants lie´s aux mouvements atomiques sont main-
tenant bien maˆıtrise´s, l’effet Doppler et le recul e´tant e´limine´s en re´gime de confinement
Lamb-Dicke. Pour un alcalino-terreux comme le strontium 87Sr (ou l’ytterbium 171Yb),
le calcul de la polarisabilite´ dynamique des e´tats atomiques mis en jeu pour une horloge
permet d’identifier l’existence d’une longueur d’onde ”magique” de pie´geage des atomes
qui n’entraˆıne aucun de´placement de fre´quence de la transition d’horloge meˆme a` forte
intensite´ laser garantissant des performances me´trologiques au niveau relatif de 10−17.
Cette longueur d’onde ”magique” pre´sente l’avantage de reporter le controˆle contraignant
des fluctuations d’intensite´ du laser de pie´geage sur le controˆle beaucoup plus aise´ de sa
longueur d’onde (par exemple un controˆle de 2 10−4nm a` 813 nm est suffisant pour ga-
rantir une correction de fre´quence d’horloge infe´rieure a` 2 10−17). A titre de comparaison,
pour un alcalin comme le ce´sium 133Cs ou le rubidium 87Rb, il n’existe pas directement
de longueur d’onde ”magique” de pie´geage sauf si l’on ajoute un champ magne´tique sta-
tique avec une orientation particulie`re par rapport a` la direction de propagation du laser
de confinement [2]. Concernant par exemple l’influence du rayonnement du corps noir, le
de´placement relatif induit sur la position en fre´quence de la transition d’horloge est es-
time´ proche de -1.7 10−14 pour un alcalin comme le ce´sium tandis qu’il chute a` -5.5 10−15
pour le strontium et meˆme a` -2.6 10−15 pour l’ytterbium. Au fur et a` mesure des e´tudes
expe´rimentales de plus en plus pousse´es sur plusieurs espe`ces fermioniques comme les
alcalino-terreux 87Sr, 171Yb ou les me´taux de transition avec le mercure 199Hg, suppose´s
remplacer les e´talons primaires de fre´quence au ce´sium, il est apparu ne´cessaire d’e´valuer
avec pre´cision les interactions entre e´lectrons et spins nucle´aires.
L’objectif de mon travail sur la structure atomique d’un alcalino-terreux est donc
triple :
1. Il s’agit d’abord de fournir pour la premie`re fois une description la plus de´taille´e
possible des e´tats magne´tiques d’une transition atomique du strontium 87Sr a` la
fre´quence de 430 THz. Mon travail a permis de proposer une formule e´quivalente a`
la formule de Breit-Rabi pour un alcalin qui de´crit pre´cise´ment la leve´e de de´ge´ne´-
rescence des e´tats Zeeman associe´s a` cette transition optique dans un re´gime in-
terme´diaire de champ magne´tique ni faible ni fort. Je m’inte´resse, dans ce contexte,
a` une mode´lisation pre´cise de la structure magne´tique entre l’e´tat singulet 1S0 et
l’e´tat triplet 3P0. Cette transition est faiblement permise en raison de l’interaction du
spin nucle´aire avec les deux e´lectrons de valence du fermion. Le calcul du spectre est
e´galement applicable a` d’autres espe`ces fermioniques pre´sentant une configuration
e´lectronique (sp) similaire comme l’ytterbium ou le mercure.
2. Il s’agit ensuite de valider expe´rimentalement cette description a` l’aide des premie`res
caracte´risations du spectre Zeeman associe´ a` la transition d’horloge du 87Sr re´alise´es
avec l’e´quipe strontium du JILA. J’ai donc mene´ avec ce groupe un test expe´rimental
qui devait eˆtre suffisamment contraignant pour garantir une premie`re e´valuation de
l’exactitude relative de l’horloge avec l’objectif d’atteindre un niveau requis infe´rieur
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a` 10−16.
3. Enfin, mes travaux permettent de fournir la premie`re formule exacte incluant le
terme d’interaction dipolaire magne´tique et quadrupolaire e´lectrique dans le calcul
des e´nergies propres des niveaux hyperfins des e´tats excite´s 3P1 et
1P1 utilise´s pour
la pre´paration des e´tats atomiques par pompage optique et le refroidissement laser.
Mes derniers travaux, plus re´cents, se concentrent sur la modification de la structure
magne´tique d’un isotope fermionique alcalino-terreux en pre´sence d’un habillage radio-
fre´quence du spin nucle´aire. L’objectif, cette fois-ci, est d’e´liminer le de´placement Zeeman
line´aire et quadratique de la transition d’horloge tout en minimisant sa sensibilite´ aux
fluctuations re´siduelles du champ magne´tique statique pour atteindre une exactitude re-
lative proche de 10−18. Cette e´tude est re´alise´e avec la me´thode de la fraction continue
discute´e dans mon article sur le controˆle de l’effet tunnel dans un re´seau optique.
Parmi les nombreux effets syste´matiques existants, le controˆle fin du de´placement de
fre´quence de la transition d’horloge provoque´ par la pre´sence d’un champ magne´tique
statique qui se´pare les sous-niveaux Zeeman est fondamental. Si les recherches mene´es
pendant les anne´es 1940 sur la structure atomique des alcalins a permis d’obtenir une
connaissance quasi-parfaite du spectre Zeeman d’une transition d’horloge micro-onde avec
la formule de Breit-Rabi [3], il n’existait pas en 2006 de formule e´quivalente capable de
reproduire avec pre´cision l’e´clatement Zeeman d’une transition d’horloge optique d’un
alcalino-terreux pressenti pour devenir un nouveau candidat sur la rede´finition de la se-
conde. Il a donc fallu se lancer dans une description de´taille´e de la structure magne´tique
du groupe II du tableau de Mendele¨ıev contenant deux e´lectrons de valence puis mener
une e´tude expe´rimentale pour valider ces travaux. C’est l’objet de ce que je pre´sente dans
la suite de ce chapitre en commenc¸ant par rappeler les re´sultats bien connus du ce´sium
avant d’aborder le proble`me plus complexe du strontium.
1.1 Structure magne´tique d’un alcalin (133Cs)
Cette section rappelle comment on e´value de manie`re exacte, en physique atomique
des horloges, la leve´e de de´ge´ne´rescence des sous-e´tats Zeeman des niveaux hyperfins des
e´tats 62S1/2, 6
2P1/2 et 6
2P3/2 du ce´sium. Le ce´sium
133Cs posse`de 55 e´lectrons re´partis en
sous couches e´lectroniques dont la dernie`re couche incomple`te qui nous inte´resse est l’e´tat
fondamental du ce´sium 62S1/2 avec l’unique valeur J = S = 1/2. De nombreuses donne´es
expe´rimentales sur le 133Cs sont fournies par la re´fe´rence [4].
Le couplage spin-orbite le`ve la de´ge´ne´rescence des e´tats note´s respectivement 62P1/2
et 62P3/2 dans le premier e´tat excite´ L = 1 (J prend les 2 valeurs possibles J = 1/2 ou
J = 3/2). Le spin nucle´aire du ce´sium vaut I = 7/2. La structure hyperfine du ce´sium
se de´compose alors en diffe´rents niveaux avec
−→
F =
−→
I +
−→
J . Pour le niveau 62S1/2, on a
F = 3 et F = 4. Pour le niveau 62P1/2, on a F
′ = 3 et F ′ = 4. Pour le niveau 62P3/2, on
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a F ′ = 2, 3, 4, 5 comme le montre la figure Fig. 1.1.
1.1.1 Les diffe´rents re´gimes d’interaction avec le champ magne´tique
Le hamiltonien H de l’atome alcalin en absence de structure fine inclut un terme de
couplage dipolaire magne´tique hyperfin note´ A(2S+1LJ) et l’effet du champ magne´tique
µBB avec le magne´ton de Bohr µB. Il est exprime´ par N.F. Ramsey dans son livre Molecu-
lar Beams [5]. Le hamiltonien ne´cessaire au calcul s’e´crit en prenant le champ magne´tique−→
B selon l’axe Oz comme :
H = A(2S+1LJ)/~
2−→I · −→J + gjµBB/~ · JZ − gIµBB/~ · IZ (1.1)
avec le facteur de Lande´ effectif gJ = gL
J(J+1)−S(S+1)+L(L+1)
2J(J+1) +gS
J(J+1)+S(S+1)−L(L+1)
2J(J+1) ou`
gL ≈ 1, gS ≈ 2 et le facteur de Lande´ nucle´aire note´ gI > 0. On cherche ensuite a` e´tablir
l’expression de ce hamiltonien dans diffe´rentes bases possibles afin de de´crire l’influence
du champ magne´tique sur les niveaux d’e´nergies.
– Cas d’un couplage en champ magne´tique intense : Les moments angulaires
−→
I et
−→
J
pre´cessent autour du champ magne´tique directeur a` des vitesses angulaires diffe´rentes.−→
F n’est plus de´fini. Les projections respectives de
−→
J et
−→
I le long du champ
magne´tique directeur conduisent aux bons nombres quantiques mJ et mI avec (2J+
1)(2I+1) valeurs possibles (effet Paschen-Bach). On retient La base des e´tats propres
|mI ,mJ〉. Le hamiltonien d’interaction s’e´crit dans cette base :
H|mI ,mJ〉 =A(2S+1LJ)/~2
[
I+J−
2
|mI + 1,mJ − 1〉+ I−J+
2
|mI − 1,mJ + 1〉
]
+A(2S+1LJ)mImJ |mI ,mJ〉
+ gjµBBmJ |mI ,mJ〉 − gIµBBmI |mI ,mJ〉
(1.2)
ou` les composantes I±, J∓ qui traduisent l’action des ope´rateurs de projection I+, J−
sur les e´tats propres |mI ,mJ〉 sont de´finies par (voir annexe A) :
I±J∓ = ~2
√
I(I + 1)−mI(mI ± 1)
√
J(J + 1)−mJ(mJ ∓ 1). (1.3)
– Cas d’un couplage en champ magne´tique faible : Lorsqu’un atome est plonge´ dans
un champ magne´tique faible, le terme de structure fine est tre`s grand devant le terme
d’interaction magne´tique qui peut eˆtre alors traite´ comme une perturbation sur les
niveaux d’e´nergies atomiques. Les moments angulaires e´lectronique
−→
J =
−→
L +
−→
S et
nucle´aire
−→
I sont couple´s en un moment angulaire total
−→
F =
−→
I +
−→
J qui est soumis a`
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un mouvement de pre´cession autour de la direction du champ magne´tique directeur−→
B . Le nombre mF reste un bon nombre quantique. Dans la base des e´tats propres
|F,mF 〉, le hamiltonien d’interaction s’e´crit [6] :
H|F,mF 〉 =A(2S+1LJ)F (F + 1)− I(I + 1)− J(J + 1)
2
|F,mF 〉
+ gJµBB mF
F (F + 1)− I(I + 1) + J(J + 1)
2F (F + 1)
|F,mF 〉
− gIµBB mF F (F + 1) + I(I + 1)− J(J + 1)
2F (F + 1)
|F,mF 〉
− (gJ + gI)F+µBB/~|F + 1,mF 〉 − (gJ + gI)F−µBB/~|F − 1,mF 〉
(1.4)
ou` les composantes F+, F− qui traduisent l’action des ope´rateurs de projection
F+, F− sur les e´tats propres |F,mF 〉 sont de´finies par (voir annexe A) :
F+ =~
√
(F + 1)2 −m2F )((I + J + 1)2 − (F + 1)2)((F + 1)2 − (J − I)2)
4(F + 1)2(4(F + 1)2 − 1)
F− =~
√
(F 2 −m2F )((I + J + 1)2 − F 2)(F 2 − (J − I)2)
4F 2(4F 2 − 1)
(1.5)
– Cas d’un couplage en champ magne´tique interme´diaire : En re´gime interme´diaire, il
n’y plus de base de repre´sentation privile´gie´e et on ne peut pas en ge´ne´ral trouver une
base simple dont les e´nergies propres sont diagonales. Il faut donc avoir recours a` un
calcul exact et non perturbatif. Il faut re´soudre une e´quation se´culaire qui de´pend de
la taille de la matrice des e´nergies a` diagonaliser. Pour obtenir la structure Zeeman
la plus comple`te possible, il faut alors e´tudier les interactions magne´tiques des spins
en re´gime interme´diaire entre un champ magne´tique faible et un champ magne´tique
intense. Pour le calcul de la leve´e de de´ge´ne´rescence des niveaux hyperfins F = 3, 4
de l’e´tat 62S1/2, on se place dans la base des e´tats propres |mI = mF − mJ ,mJ〉
de´taille´e dans l’annexe A en utilisant le hamiltonien de l’e´quation Eq. 1.2 [5]. Le
calcul en re´gime interme´diaire permet d’obtenir le spectre magne´tique complet des
niveaux hyperfins F = 3, 4 de l’e´tat fondamental 62S1/2 qui de´finissent la transition
d’horloge du ce´sium.
1.1.2 La formule de Breit-Rabi de l’e´tat 62S1/2
Le calcul a e´te´ effectue´ pour un alcalin, la premie`re fois, par I. Rabi et G. Breit en 1931
[3]. On se place dans la base {|mF − 12 , 12〉, |mF + 12 ,−12〉}. La matrice qui de´crit la structure
hyperfine et les e´nergies magne´tiques associe´es a` l’e´tat 62S1/2 (avec J = S = 1/2, L = 0)
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Figure 1.1 – Valeurs expe´rimentales des niveaux d’e´nergie du 133Cs dans l’e´tat fondamen-
tal et le premier e´tat excite´ d’apre`s la re´fe´rence [4]. La sensibilite´ des niveaux hyperfins
au champ magne´tique est e´galement indique´e. La transition d’horloge est re´alise´e entre les
niveaux hyperfins F = 3 et F = 4 de l’e´tat 62S1/2.
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s’e´crit :
1
2
A(
2S+1
LJ )(mF − 12 )
+ 1
2
gJµBB
−gIµBB(mF − 12 )
A(
2S+1
LJ )
2
√
I(I + 1)− (mF − 12 )(mF + 12 )
×
√
J(J + 1) + 1
4
A(
2S+1
LJ )
2
√
(I + 1)− (mF + 12 )(mF − 12 )
×
√
J(J + 1) + 1
4
− 1
2
A(
2S+1
LJ )(mF − 12 )
− 1
2
gJµBB
−gIµBB(mF + 12 )
 (1.6)
La diagonalisation de cette matrice conduit a` la formule bien connue de Breit-Rabi pour
un alcalin dans l’e´tat fondamental :
∆E±Z = −
A(2S+1LJ)
2
(I + 1/2)
2I + 1
−gIµBmFB±A(
2S+1LJ)
2
(I+1/2)
√
1 + 4mF
X
2I + 1
+X2
(1.7)
avec X = (gJ+gI)µBB
(I+1/2)A(2S+1LJ )
.
Dans le cas du niveau 62S1/2 de l’atome de
133Cs, la transition atomique d’horloge a e´te´
choisie entre les e´tats |F = 3,mF = 0〉 et |F = 4,mF = 0〉 car elle n’a pas d’effet Zeeman
du premier ordre mais un de´placement quadratique qui vaut :
∆νhorloge/B
2 =
(gJ + gI)
2µ2B
(2I + 1)A(2S1/2)
= 427.45± 0.01 108 Hz/T 2 (1.8)
L’incertitude sur la mesure du de´placement Zeeman du second ordre du ce´sium est habi-
tuellement estime´e a` partir de la re´fe´rence [7]. La structure comple`te hyperfine de l’atome
de ce´sium des e´tats 62S1/2, 6
2P1/2, 6
2P3/2 incluant les e´nergies magne´tiques est pre´sente´e
en de´tail dans l’annexe A. La figure Fig. 1.2 repre´sente l’e´clatement Zeeman de la tran-
sition d’horloge 62S1/2 obtenu a` l’aide de la formule de Breit-Rabi. D’apre`s cette for-
mule, pour de faibles valeurs du champ magne´tique, l’e´nergie des niveaux pour lesquels
les mF sont diffe´rents de ze´ro varie de manie`re quasi-line´aire. Pour de fortes valeurs du
champ magne´tique, les niveaux d’e´nergie se se´parent en deux groupes. L’e´nergie acquise
par l’e´lectron dans le champ magne´tique devient pre´ponde´rante devant son e´nergie d’inter-
action avec le spin du noyau. En re`gle ge´ne´rale, l’e´nergie de l’interaction magne´tique entre
l’e´lectron externe et le spin du noyau est faible. Il en re´sulte que la fre´quence hyperfine de la
transition d’horloge dans l’e´tat fondamental appartient au domaine des hyperfre´quences.
1.1.3 La transition d’horloge micro-onde de l’e´tat 62S1/2
La de´finition de la seconde repose aujourd’hui sur la transition micro-onde |F =
3,mF = 0〉 ↔ |F = 4,mF = 0〉 entre les deux niveaux hyperfins de l’e´tat fondamen-
tal du ce´sium. La fre´quence exacte adopte´e par le BIPM en 1967 est 9192631770 Hz.
La transition choisie |F = 3,mF = 0〉 ↔ |F = 4,mF = 0〉 est une transition dipolaire
magne´tique de type M1 or il est tre`s peu probable que l’atome puisse effectuer une tran-
sition dipolaire magne´tique spontane´e. Cela signifie que le temps d’observation de cette
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transition dipolaire peut largement eˆtre supe´rieur a` la seconde avec un facteur de qua-
lite´ atomique ν/∆ν de l’ordre de 1010. La leve´e de de´ge´ne´rescence du niveau 62S1/2 en
fonction du champ magne´tique est repre´sente´e sur la figure Fig. 1.2. La me´thode spec-
troscopique utilise´e pour caracte´riser l’exactitude de l’horloge fait intervenir une se´quence
d’impulsions micro-ondes se´pare´es par un temps de vol libre entre deux passages successifs
dans une cavite´ micro-onde comme le montre la figure Fig. 1.3. D’apre`s la re´fe´rence [9],
la pre´cision atteinte pour l’e´valuation du champ magne´tique sur la journe´e est de l’ordre
de 1.4 pT (14 nG). L’incertitude sur le de´placement de la fre´quence d’horloge, par effet
Zeeman quadratique, qui est associe´e a` l’instabilite´ du champ magne´tique dans la fontaine
vaut 2.6 10−18. A ceci s’ajoute l’incertitude sur le coefficient ∆νhorloge/B2 lui meˆme. Si on
conside`re que celui-ci est connu a` 10 6Hz/T2 pre`s, on obtient une incertitude de 4 10−18
sur le de´placement de la fre´quence d’horloge (pour un champ magne´tique moyen de 2 mG
(2 10−7T)). Au final, on estime que l’effet Zeeman quadratique est maˆıtrise´ au niveau de
10−17 et n’est donc pas l’effet syste´matique limitant [9]. Le rayonnement thermique de
0 2000 4000 6000 8000 10000
-15
-12
-9
-6
-3
0
3
6
9
12
15
F=3, m
F
= 0 F=4, m
F
= 0  
 
m
J
= -1/2
m
J
= +1/2
F=4
F=3
D
ép
la
ce
m
en
t d
e 
fr
éq
ue
nc
e 
(G
H
z)
Champ magnétique B (G)
Figure 1.2 – De´placement de fre´quence des niveaux hyperfins de l’e´tat 62S1/2 en fonction
du champ magne´tique. Les sous-e´tats Zeeman de la transition d’horloge sont indique´s en
trait plein.
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Figure 1.3 – Fontaine a` atomes froids de 13Cs pour l’interrogation de la transition d’hor-
loge de l’e´tat 62S1/2 entre les sous niveaux Zeeman |F = 3,mF = 0〉 et |F = 4,mF = 0〉.
La transition est observe´e a` l’aide de la spectroscopie par franges de Ramsey. Principe de
fonctionnement de la fontaine : (1) atomes capture´s dans une me´lasse optique, (2) pas-
sage dans une cavite´ de se´lection pour pre´parer l’e´tat atomique, (3) faisceau pousseur qui
chasse les atomes non pre´pare´s, (4) et (4’) double passage dans une cavite´ d’interrogation
micro-onde a` 9.2 GHz et (5) faisceaux de de´tection du signal d’horloge. Sche´ma extrait de
la re´fe´rence [8].
l’enceinte de pie´geage des atomes (rayonnement du corps noir e´quivalent a` un effet Stark
statique) affecte la transition d’horloge au niveau relatif plus e´leve´ de l’ordre de -2 10−14
avec une incertitude de l’ordre de 2.5 10−16 [8]. A l’Observatoire de Paris au SYRTE, la
fre´quence de la transition atomique du 133Cs a` 9.2 GHz est aujourd’hui mesure´e avec une
incertitude relative infe´rieure a` 4 10−16.
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1.2 Structure magne´tique d’un alcalino-terreux (87Sr)
La structure magne´tique d’un atome posse´dant 2 e´lectrons de valence est plus difficile
a` mode´liser. Comme les laboratoires de recherche Temps-Fre´quence souhaitent de´velopper
de nouveaux e´talons de fre´quence sur des transitions atomiques a` plusieurs centaines de
THz, les alcalino-terreux ont e´te´ se´lectionne´s pour leurs proprie´te´s me´trologiques, notam-
ment pour leur transition d’horloge tre`s fine infe´rieure a` 100 mHz. En revanche, si les
alcalins ont e´te´ vigoureusement e´tudie´s pendant tre`s longtemps, la structure magne´tique
des alcalino-terreux est nettement moins bien connue. Le premier objectif fondamental est
donc de re´aliser une analyse pousse´e de la structure e´lectronique et nucle´aire de ces espe`ces
atomiques pour en extraire des informations sur la sensibilite´ de la transition d’horloge au
champ magne´tique.
Si la transition d’horloge n’a pas e´te´ vraiment e´tudie´e, la configuration de type 5s5p
qui correspond a` celle du strontium 87Sr, du groupe II du tableau pe´riodique des e´le´ments
chimiques, a e´te´ explore´e a` travers les travaux the´oriques de Breit-Wills [10] et de Lurio [6,
11]. On a alors recours a` ce que l’on appelle le couplage interme´diaire entre e´tats atomiques.
En combinant un couplage de structure fine avec la structure hyperfine des premiers e´tats
excite´s, on explique pourquoi la transition d’horloge, habituellement interdite a` tous les
ordres du de´veloppement multipolaire du fait de son caracte`re J = 0 7→ J = 0, est
en re´alite´ faiblement permise par couplage dipolaire e´lectrique dans le cas de l’isotope
fermionique 87Sr.
1.2.1 Influence du spin nucle´aire
Le couplage spin-orbite seul conserve le moment cine´tique total
−→
J , on voit que la tran-
sition d’horloge est encore strictement interdite par les re`gles de se´lection car elle reste une
transition J = 0 7→ J = 0. C’est notamment pour cette raison que la transition d’horloge
pour les isotopes bosoniques du Sr ne peut eˆtre re´alise´e qu’en ajoutant un couplage artifi-
ciel. Dans le cas de l’isotope 87Sr, ce couplage supple´mentaire intervient avec la pre´sence
d’un spin nucle´aire qui vaut I = 9/2. L’interaction hyperfine entre 3P1 et
3P0 du
87Sr
via le couplage spin-orbite par 1P1 induit une dure´e de vie de l’e´tat fermionique
3P0 de
l’ordre de 100 s. La transition d’horloge de l’isotope bosonique 88Sr n’est possible que par
un couplage a` deux photons du type E1M1 avec une dure´e de vie approchant les 1000 ans
[12]. Nous reviendrons sur la possibilite´ d’observer cette transition a` deux photons dans
le chapitre II.
1.2.2 La the´orie de Breit-Wills en couplage interme´diaire
Dans la configuration 5s5p, les deux e´lectrons pe´riphe´riques sont un e´lectron s et un
e´lectron p. En prenant en compte la structure fine dans l’hamiltonien de l’atome, on
peut d’abord obtenir la leve´e de la de´ge´ne´rescence et faire apparaˆıtre trois niveaux de
structure fine. L’interaction spin-orbite provient du fait que les e´lectrons pe´riphe´riques,
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posse´dant un moment magne´tique de spin, interagissent avec le champ e´lectrostatique cre´e´
par le noyau (ou plus exactement avec le champ magne´tique apparaissant du fait de leur
mouvement dans le champ e´lectrique) [13]. Le couplage spin-orbite peut-eˆtre e´value´ de
deux fac¸ons : Les deux e´lectrons sont d’abord traite´s de manie`re globale et caracte´rise´s
par leur moment cine´tique orbital total
−→
L et leur moment de spin total
−→
S avec le moment
cine´tique e´lectronique total
−→
J =
−→
L +
−→
S . En fonction de la valeur du spin total S, on
fait apparaˆıtre le spectre de structure fine en couplage (LS) introduit par la notation
2S+1LJ avec un niveau singulet note´
1P1 (S=0) et trois niveaux triplets note´s
3P0,
3P1 et
3P2 avec (S=1). Les e´lectrons peuvent aussi agir chacun individuellement avec le champ
magne´tique du noyau induit par le spin nucle´aire. On parle alors de couplage (jj). Les
nombres quantiques ne´cessaires a` cette description de´pendent des moments cine´tiques
individuels de chaque e´lectron
−→
ji =
−→
li +
−→si (i = 1, 2) et du moment cine´tique total−→
J =
−→
j1+
−→
j2 . Dans le cas du
87Sr, le couplage interme´diaire est essentiellement de type (LS)
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Figure 1.4 – Longueurs d’ondes et coefficients d’Einstein des principales transitions ato-
miques du 87Sr d’apre`s la re´fe´rence [14]. Les transitions qui nous inte´ressent sont les
transitions indique´es par les nume´ros 1,2,3 et 4. Les e´carts en e´nergie de structure fine
sont e´galement indique´s.
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avec une petite contamination de type (jj). Le couplage (jj) permet notamment d’exprimer
les termes d’interaction hyperfine [10, 6]. Breit et Wills de´veloppent les fonctions d’ondes
e´lectroniques sous la forme d’une combinaison line´aire des e´tats propres purement (LS)
(ou (jj)) ponde´re´e par des coefficients de couplage mesure´s expe´rimentalement a` partir de
la dure´e de vie des niveaux excite´s. Afin de de´crire le syste`me a` 2 e´lectrons du strontium,
on de´veloppe ici les fonctions d’onde perturbe´es d’abord sous l’effet d’un pur couplage
spin-orbite (LS) dans la base des e´tats propres |2S+1LJ〉 de la manie`re suivante :
|3P0〉 = |3PLS0 〉
|3P1〉 = α|3PLS1 〉+ β|1PLS1 〉
|3P2〉 = |3PLS2 〉
|1P1〉 = −β|3PLS1 〉+ α|1PLS1 〉
(1.9)
Les coefficients de couplage spin-orbite α et β ve´rifient des conditions d’orthogonalite´
et de normalisation. Les valeurs α et β peuvent eˆtre de´termine´es a` partir des mesures
expe´rimentales des temps de vie des e´tats excite´s 1P1 et
3P1 [13]. Ces coefficients (α =
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Figure 1.5 – Sche´ma des interactions hyperfines α0, β0, γ0 et du couplage spin-orbite α, β
entre les diffe´rents niveaux d’e´nergie de l’atome. Les valeurs des facteurs de Lande´ des e´tats
1S0 et
3P0 de la transition d’horloge ainsi que la correction line´aire δg et quadratique ∆
(2)
B
sont indique´es dans les encadre´s. On indique e´galement la valeur des e´le´ments dipolaire
magne´tique A(2S+1LJ) et quadrupolaire e´lectrique Q(
2S+1LJ).
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Figure 1.6 –Matrice de´crivant la structure e´nerge´tique perturbe´e par le champ magne´tique
de l’e´tat 3P0 et des e´tats
1P1 et
3P1 dans la base {|2S+1LJ , F,mF 〉}.
0.9996 et β = −0.0286) assurent le me´lange des e´tats singulet et triplet du strontium.
La structure hyperfine apparaˆıt avec l’influence du spin nucle´aire sur les e´lectrons
pe´riphe´riques. La structure fine du strontium e´tant de´crite par le couplage interme´diaire
de Breit de Wills, on va alors ajouter les interactions hyperfines de manie`re perturbative.
Le hamiltonien hyperfinH de l’atome contient un terme d’interaction dipolaire magne´tique
A(2S+1LJ), un terme quadrupolaire e´lectrique Q(
2S+1LJ) et l’effet du champ magne´tique
sur les niveaux en e´nergie des diffe´rents e´tats atomiques. Le hamiltonien s’e´crit dans ce
cadre :
H =HA +HQ +HZ
HA =A(
2S+1LJ)/~
2−→I · −→J
HQ =Q(
2S+1LJ)/~
2
3
2
−→
I · −→J (2−→I · −→J + 1)− IJ(I + 1)(J + 1)
2IJ(2J − 1)(2I − 1)
HZ =gjµBB/~ · JZ − gIµBB/~ · IZ
(1.10)
32
CHAPITRE 1. SPECTROSCOPIE LASER DES E´TATS MAGNE´TIQUES
D’UN SPIN NUCLE´AIRE
Dans la base des e´tats propres |F,mF 〉 choisie par la re´fe´rence [6], la partie HA + HQ
de l’hamiltonien d’interaction est diagonal en F et ne couple donc que les niveaux ayant
le meˆme moment cine´tique total. Le niveau 3P0 ayant une seule composante hyperfine
F=I=9/2, il ne se retrouve couple´ aux autres niveaux que par leurs composantes hyper-
fines F=9/2. On de´crit cette interaction hyperfine qui me´lange l’e´tat 3P0 avec les e´tats
1P1,
3 P1,
3 P2 sous la forme suivante :
|3P0〉 ≡ |3PLS0 〉+ α0|3P1〉+ β0|1P1〉+ γ0|3PLS2 〉 (1.11)
On remarque ici que la transition d’horloge qui nous inte´resse 1S0 7→3 P0 va eˆtre faiblement
autorise´e par couplage dipolaire e´lectrique graˆce a` la pre´sence du terme en β0|1P1〉, le seul
a` eˆtre couple´ au niveau fondamental par les re`gles de se´lection. Les coefficients de me´lange
hyperfin α0, β0, et γ0 (2× 10−4, −4× 10−6, et −1× 10−6) de´pendent de l’e´cart hyperfin
des e´tats 3P1,
3 P2 et de la structure fine des e´tats
3P . Ils sont calcule´s dans l’article Phys.
Rev. A 76, 022510 (2007) a` partir de la re´fe´rence [6] a` l’aide des relations suivantes :
α0 =
〈3P1, F = I|HA|3PLS0 , F = I〉
ELS3P0 − ELS3P1
β0 =
〈1P1, F = I|HA|3PLS0 , F = I〉
ELS3P0 − ELS1P1
γ0 =
〈3P2, F = I|HQ|3PLS0 , F = I〉
ELS3P0 − ELS3P2
(1.12)
ou` les e´carts en e´nergie de la structure fine sont de´finis par ELS3P0 , E
LS
3P1
et ELS3P2 et rapporte´s
sur la figure Fig. 1.4. La matrice comple`te des e´tats d’e´nergie qui de´crit l’inte´gralite´ des
couplages retenus avec le hamiltonien Eq. 1.10 est e´tablie pour le strontium dans l’annexe
B.
1.2.3 La formule de Breit-Rabi de l’e´tat excite´ 3P0
Au cours de mon travail sur la structure magne´tique du strontium, j’ai construit un
mode`le atomique des e´nergies de structure fine, hyperfines et magne´tiques a` partir de
la the´orie du couplage interme´diaire de Breit-Wills afin d’e´valuer les de´placements de
fre´quence associe´s a` chaque sous e´tat Zeeman caracte´risant la re´sonance d’horloge. Le
mode`le pre´sente´ inte´gralement dans l’annexe B contient notamment les interactions hyper-
fines, quadrupolaires et Zeeman en champ interme´diaire pour les e´tats 3P0,
3 P1,
1 P1 mais
ne´glige la contribution de l’e´tat 3P2 qui ne change rien sur l’e´valuation de l’e´clatement
Zeeman pour des champs aussi intenses que 104 G. Il suffit alors de diagonaliser la matrice
comple`te de l’annexe B.
Comme c’est principalement le couplage hyperfin de l’e´tat 3P1 avec l’e´tat
3P0 du
87Sr
qui induit une modification du facteur de Lande´ et une sensibilite´ au champ magne´tique
pour la transition d’horloge, on peut raisonnablement effectuer un calcul perturbatif a`
l’aide de l’e´quation Eq. 1.11 afin d’obtenir une formule analytique de´crivant la sensibilite´
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magne´tique de la transition 1S0 ↔3 P0. Cette formule est d’abord obtenue a` partir de la
diagonalisation de la matrice en e´nergie pre´sente´e sur la figure Fig. 1.6. Le re´sultat est
pre´sente´ dans l’article Phys. Rev. A 76, 022510 (2007).
Pour obtenir une formule simple analogue a` celle de Breit-Rabi de´crivant l’effet de
l’interaction magne´tique sur l’e´tat me´tastable 3P0 par l’interme´diaire de l’e´tat excite´
3P1,
la matrice est re´duite a` l’expression suivante (avec F
′
= F ± 1, F ) :
ELS3P1 +
∑
F ′
(
α2〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉
+β2〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
)
α
∑
F ′
√
|〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS0 , F 〉|2
α
∑
F ′
√
|〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS0 , F 〉|2
ELS3P0 + 〈3PLS0 , F |Hz|3PLS0 , F 〉
+ 2(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F |Hz|3PLS0 , F 〉

(1.13)
Les e´le´ments Hz de couplage Zeeman entre e´tats atomiques sont publie´s dans notre article
Phys. Rev. A 76, 022510 (2007). On introduit les de´finitions suivantes :
E˜LS3P0 = E
LS
3P0
+ ZLS3P0
E˜LS3P1 = E
LS
3P1
+ ZLS3P1
(1.14)
avec
ZLS3P0 =〈3PLS0 , F |Hz|3PLS0 , F 〉+ 2(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F |Hz|3PLS0 , F 〉
ZLS3P1 =
∑
F ′
α2〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉+
∑
F ′
β2〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉 (1.15)
Les valeurs propres en e´nergie des e´tats perturbe´s 3P0 and
3P1 sont alors e´tablies par
analogie avec la formule de Breit-Rabi pour un alcalin :
E± =
1
2
(E˜LS3P0 + E˜LS3P1)± (E˜LS3P0 − E˜LS3P1)
√√√√1 + 4∑F ′ α2|〈3PLS0 , F |Hz|3PLS1 , F ′〉|2
(E˜LS3P0 − E˜LS3P1)2

(1.16)
Le signe (+)(-) de´termine respectivement la position en e´nergie de 3P0 et
3P1 perturbe´e
par le champ magne´tique. En de´veloppant en perturbation l’e´quation Eq. B.10, on peut
e´valuer la correction du second ordre en champ magne´tique :
δE ≈
∑
F ′ α
2|〈3PLS0 , F |Hz|3PLS1 , F ′〉|2
(E˜LS3P0 − E˜LS3P1)
(1.17)
La the´orie de Breit-Wills reste ne´anmoins semi-empirique. L’e´valuation des termes line´aire
et quadratique Zeeman par cette approche est fortement de´pendante des valeurs des coeffi-
cients de me´lange α(α0) et β(β0). En l’absence de me´lange entre e´tats hyperfins excite´s, les
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Figure 1.7 – De´placement de fre´quence de l’e´tat 3P0 en fonction du champ magne´tique
a` partir de l’e´quation Eq. B.10. Le de´placement magne´tique line´aire vaut δg/mFB =
−109 Hz/G et la correction quadratique vaut ∆(2)/B2 = −0.233Hz/G2.
facteurs de Lande´ de 3P0 et
1S0 sont identiques (en supposant les effets diamagne´tiques
ne´gligeables), et sont calcule´s a` partir du moment magne´tique nucle´aire du 87Sr, µI=-
1.0924(7)µN , ou` µN est le magne´ton nucle´aire. Comme l’interaction hyperfine entraˆıne
une modification de la fonction d’onde associe´e a` l’e´tat 3P0, un terme de correction sur le
facteur de Lande´ (aussi appele´ facteur de Lande´ diffe´rentiel) δg apparaˆıt.
Ce terme peut eˆtre interpre´te´ comme un effet de correction paramagne´tique due a` la
perturbation de l’orbitale e´lectronique des e´tats triplet. Le facteur de Lande´ diffe´rentiel
δg sur l’e´tat 3P0 est donne´ par l’expression suivante :
δg = −2 (α0α− β0β) 〈
3PLS0 ,mF |HZ |3PLS1 , F = I,mF 〉
mFµBB
+O(α20, β
2
0 , γ
2
0 ...) (1.18)
En utilisant les e´le´ments de matrice du 87Sr (F=9/2), on trouve 〈3PLS0 ,mF |HZ |3PLS1 , F =
9
2 ,mF 〉=23
√
2
33mFµBB qui entraˆıne une modification de plus de∼ 60% du facteur de Lande´
gP = gS + δg soit de l’ordre de -109Hz/G pour chaque sous-niveau mF . On de´termine de
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la meˆme manie`re la valeur de la correction quadratique :
∆
(2)
B = −
2α2(gl − gs)2µ2B
3(ELS3P1 − ELS3P0)
B2 (1.19)
A partir de l’e´quation Eq. 1.19, on trouve que la correction Zeeman du second ordre en
Hz vaut ∆
(2)
B =−0.233B2 (avec B en Gauss).
1.2.4 Influence du terme quadrupolaire et de la fonction d’onde radiale
en configuration (sp)
La the´orie de la structure magne´tique de 87Sr de´veloppe´e a` partir du couplage in-
terme´diaire de Breit-Wills permet de prendre en compte l’influence des termes de cou-
plage e´lectromagne´tique d’ordre supe´rieur comme la pre´sence d’un terme quadrupolaire
e´lectrique (car la distribution de charges du noyau atomique pour I > 1/2 n’est plus
sphe´rique). Au cours de ce travail, j’ai ve´rifie´ que ce terme ne jouait aucun roˆle sur
l’e´valuation the´orique du facteur de Lande´ de l’e´tat 3P0 de la transition d’horloge qui
interagit avec les e´tats excite´s triplets en diagonalisant nume´riquement une matrice en
e´nergie e´tendue aux e´tats 1P1,
3 P1 et
3P2 dans la base des e´tats propres {|F,mF 〉}.
En revanche, comme le montre le tableau Tab.1.1 issu de l’article Phys. Rev. A 76,
Valeurs retenues pour le calcul
α = 0.9996 β = −0.0286(3)
Calc. α0 β0 τ
3P0 δg/mF A(
1P1)
×10−4 ×10−6 (s) (Hz/G) (MHz)
BW 2.37(1) -4.12(1) 152(2) -109.1(1) -32.7(2)
MBW I 2.56(1) -5.5(1) 110(1) -117.9(5) -3.4(4) [15]
MBW II 2.36(1) -3.3(1) 179(5) -108.8(4) [16] -15.4(5)
Table 1.1 – Estimations des valeurs de δg et de la dure´e de vie τ
3P0 pour le 87Sr avec
une the´orie de Breit-Wills modifie´e (MBW). Les incertitudes sont estime´es a` partir des
mesures expe´rimentales des dure´es de vie des e´tats excite´s et des valeurs mesure´es des
e´carts hyperfins. Les valeurs indique´es en gras servent a` de´terminer les autres quantite´s
du tableau.
022510 (2007), il existe un e´cart important entre l’e´valuation the´orique du terme de
couplage hyperfin A(1P1) par rapport a` l’unique valeur expe´rimentale rapporte´e par la
re´fe´rence [15]. Pour tenter de corriger cet e´cart, nous avons essaye´ au JILA d’e´largir la
the´orie de Breit-Wills en introduisant une interaction de configuration dans le calcul des
coefficients intervenant dans les fonctions d’ondes radiales pour un e´lectron s et pour un
e´lectron p. Cela conduit a` une the´orie Breit-Wills modifie´e appele´e ici MBW. Il faut dans
ce cas reprendre le calcul de Lurio, Mandel et Novick [6] en modifiant les termes d’in-
teraction dipolaire et quadrupolaire en suivant la de´marche de la re´fe´rence [11]. Plusieurs
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approches ont e´te´ applique´es pour essayer de comprendre l’origine de cet e´cart. Les valeurs
indique´es en gras dans le tableau Tab.1.1 servent a` e´valuer les autres quantite´s. L’approche
MBWI utilise les mesures expe´rimentales disponibles de tous les e´carts hyperfins des e´tats
1P1,
3 P1,
3 P2 pour de´terminer les coefficients de me´lange puis la dure´e de vie de l’e´tat
3P0
et la correction δg. Dans le cadre de la me´thode MBWII, on utilise la mesure expe´rimentale
du facteur de Lande´ diffe´rentiel δg effectue´e avec le groupe du JILA pour contraindre la
valeur du coefficient α0 (car δg de´pend fortement du couplage α0α et tre`s peu de β0β).
Cela a permis de re´duire d’un facteur 2 l’e´cart entre la valeur de A(1P1) mesure´e par [15]
et son estimation the´orique en couplage interme´diaire.
Comme il reste un de´saccord significatif entre la the´orie et les mesures expe´rimentales,
cela nous oblige a` conside´rer aujourd’hui que la me´thode de Breit-Wills est inadapte´e pour
une telle configuration e´lectronique ou bien que les mesures expe´rimentales des couplages
hyperfins ou l’e´valuation du facteur de Lande´ de l’e´tat fondamental sont errone´es. Notons
que la mesure expe´rimentale de la constante hyperfine de l’e´tat 1P1 repose sur la spectro-
scopie par croisement de niveaux qui souffre du recouvrement entres niveaux hyperfins et
d’une importante contamination du spectre de 87Sr par les transitions induites sur l’isotope
bosonique 88Sr. L’ensemble des re´sultats (MBW I et MBW II) est discute´ dans l’article
Phys. Rev. A 76, 022510 (2007).
1.3 Observation de la transition d’horloge optique 1S0 7→3 P0
De nombreuses espe`ces fermioniques comme les alcalino-terreux avec le magne´sium
(Mg), le calcium (Ca), les terres-rares comme l’ytterbium (Yb), ou un me´tal de transition
comme le mercure (Hg) sont des candidats pour des e´talons de fre´quence optique de
tre`s haute exactitude. Les transitions sont observables dans le domaine visible a` 698 nm
pour le 87Sr, a` 578 nm pour le 171Yb mais dans l’ultra-violet a` 266 nm pour le 199Hg.
La caracte´risation des effets syste´matiques qui perturbent la mesure de la fre´quence est
re´alise´e sur des atome pie´ge´s dans des re´seaux optiques dipolaires non dissipatifs [1].
L’horloge atomique a` 87Sr comprend 3 bancs optiques : un banc pour le refroidissement
a` 461 nm (Γ461/2π = 32 MHz) et le pie´gage des atomes de Sr dans un PMO (pie`ge
magne´to-optique) standard a` six faisceaux lasers, un banc pour la ge´ne´ration des faisceaux
repompeurs a` 707 nm et le faisceau sonde a` 679 nm, et enfin un banc optique laser pour
la transition d’intercombinaison a` 689 nm (Γ689/2π = 7.5 kHz). Le dernier banc optique
contient un laser ultra-stable (ou encore appele´ oscillateur local) pour l’interrogation de la
transition d’horloge a` 698 nm (Γ698/2π = 10 mHz). Le laser de refroidissement a` 461 nm
permet de pre´parer le nuage d’atomes froids dans le PMO (voir Fig. 1.8). La longueur
d’onde a` 461 nm est ge´ne´re´e a` partir d’une diode ”tapered amplifier” a` 922 nm puis double´e
en fre´quence. Des jeux de modulateurs accousto-optiques accordent ensuite la fre´quence
de la lumie`re bleue pour le pie´geage isotopique du 88Sr ou du 87Sr. Le jet d’atomes de
87Sr qui forme le nuage par capture radiative est produit a` partir d’un four chauffe´ a`
plusieurs centaines de degre´s. Le jet atomique est ensuite refroidi transversalement par une
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me´lasse 2D puis de´ce´le´re´ par un ralentisseur Zeeman (une combinaison d’un faisceau laser
polarise´ circulairement σ− et des bobines produisant un gradient de champ magne´tique
le long de la direction de propagation du jet thermique). Finalement, le nuage se forme a`
l’intersection des faisceaux du PMO comprenant des bobines de Helmholtz pour minimiser
les fluctuations re´siduelles de champ magne´tique (voir Fig. 1.8). Approximativement 3000
atomes sont pie´ge´s a` une tempe´rature de 2.5 µK. Toutefois, lors du refroidissement sur
la transition bleue 1S0 ↔1 P1, des atomes sont perdus par e´mission spontane´e via la
voie de de´sexcitation 1P1 →1 D2 →3 P2. Afin de contrer ce processus de fuite, un laser
repompeur sur la transition 3P2 ↔3 S1 permet de forcer les atomes vers l’e´tat 3P1 qui
retombent ensuite dans l’e´tat fondamental dans le pie`ge laser. Pour refroidir davantage le
nuage atomique, la transition d’intercombinaison a` 689 nm est mise a` profit car avec une
largeur e´troite de 7.5 kHz, elle permet d’atteindre des tempe´ratures Doppler de l’ordre du
µK. Lorsque les atomes sont suffisamment ralentis, ils sont charge´s dans un re´seau optique
a` une dimension et tre`s de´saccorde´ vers le rouge comme le montrent les figures Fig. 1.9(a)
PMO , ralentisseur Zeeman et lasers repompeurs
Laser de refroidissement 461 nm
Figure 1.8 – Sche´ma des diffe´rentes transitions atomiques radiatives utilise´es pour e´tudier
le 87Sr. Les bancs optiques de refroidissement et de pie´geage du 87Sr ou du 88Sr dans un
PMO sont e´galement pre´sente´s [14, 16].
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et (b).
1.3.1 Le laser ultra-stable a` 698 nm
Re´aliser alors la de´tection de la transition d’horloge avec une re´solution en fre´quence
de l’ordre du Hz ne´cessite un laser d’interrogation de largeur spectrale du meˆme ordre
de grandeur. Il faut pour cela de´velopper des diodes lasers asservies sur des cavite´s ultra-
stables insensibles aux acce´le´rations et au bruit accoustique. Tous ces bruits perturbent la
cavite´ de re´fe´rence en faisant varier la longueur optique de celle-ci. Afin de comparer les
performances en fre´quence de ces cavite´s d’interrogation, j’ai participe´ a` la reconstruction
d’une seconde cavite´ de re´fe´rence. La re´alisation de ces oscillateurs lasers repose sur les
e´tudes de ge´ome`trie de cavite´s mene´es par M. Notcutt au JILA. Il a e´te´ de´montre´ notam-
ment qu’une structure verticale monte´e sur des points d’attache spe´cifiques permettait de
compenser au premier ordre la variation de longueur optique de la cavite´. Ce sche´ma est
maintenant devenu standard et se de´veloppe dans la plupart des laboratoires de me´trologie
(PTB, NPL, SYRTE). Le laser ultra-stable repose sur une diode a` semi-conducteur monte´e
en cavite´ e´tendue de type Littman. Cette diode est pre´-asservie sur une cavite´ de haute
finesse 10000 par la technique de Pound-Drever-Hall (PDH) [14]. Cette stabilisation est
accomplie par une re´ponse e´lectronique sur le courant de la diode pour les corrections
rapides et sur la cale pie´zo-e´lectrique pour les corrections lentes. La lumie`re du laser pre´-
stabilise´ est ensuite envoye´e a` travers un modulateur accousto-optique dont l’ordre 1 est
dirige´ a` travers une fibre optique vers une cavite´ de tre`s haute finesse 250000 fixe´e sur
une plateforme antivibration. La longueur de la cavite´ en ULE (Ultra low Expansion) est
de 7 cm. Un nouvel e´tage d’asservissement de type PDH est re´alise´ avec un modulateur
e´lectro-optique fonctionnant a` 5 MHz. Environ 10 µW est utilise´ pour l’asservissement.
La stabilisation finale de l’ensemble est faite par une re´ponse sur le modulateur accousto-
optique du laser et sur une cale PZT controˆlant la longueur de la cavite´ de pre´-stabilisation
(voir un sche´ma plus de´taille´ dans la re´fe´rence Opt. Lett. 32, 641 (2007)). La cavite´
de haute finesse est ferme´e par des miroirs en ULE. La cavite´, positionne´e verticalement,
repose sur une bague en zerodur qui est supporte´e par des pieds en Te´flon. Une pompe
ionique de 2l/s assure un vide de 10−6 Torr.
Afin d’e´valuer la stabilite´ du laser d’interrogation, un battement he´te´rodyne entre deux
cavite´s identiques a e´te´ effectue´. Une de´rive de quelques Hz/s du battement est re´duit
a` moins de 50 mHz/s a` l’aide d’un programme informatique qui compare la fre´quence
d’un maser a` celle d’un laser femto-seconde asservie sur l’une des deux cavite´s ultra-
stable. Sur une pe´riode de temps donne´e, un ensemble de points disperse´s autour d’une
valeur moyenne est mesure´ puis une fonction line´aire est utilise´e pour l’interpolation. Le
de´placement resultant en Hz/s qui de´crit directement la de´rive me´canique de la cavite´
laser au cours du temps est compense´ par une rampe en fre´quence de signe oppose´e. Cette
compensation devient effective apre´s quelques minutes de fonctionnement. Des largeurs de
battement aussi e´troites que 220 mHz ont pu eˆtre observe´es. La stabilite´ relative mesure´e
a` l’aide de la variance d’Allan sur la figure Fig. 1.9(c) est de l’ordre de 10−15 a` 1s. La
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Figure 1.9 – (a) Niveaux contribuant majoritairement au de´placement lumineux de la
fre´quence d’horloge pour un laser de pie´geage a` la longueur d’onde magique λm d’apre`s la
re´fe´rence [13]. (b) Allure du de´placement lumineux des deux niveaux d’horloge. Les courbes
se croisent vers λm =813 nm annulant le de´placement lumineux diffe´rentiel. (c) Variance
d’Allan du laser ultra-stable a` 698 nm pour interroger la transition d’horloge du 87Sr. (d)
Interrogation des atomes dans un re´seau optique re´alise´ avec un Ti :Sapphire d’apre`s la
re´fe´rence [16].
longueur de cohe´rence du laser a e´te´ aussi e´tudie´e. Celui-ci ne se de´phase pas de plus
de 1 rad sur 2s a` une fre´quence de 4.3 1014 Hz. Le spectre en bruit de fre´quence de la
re´fe´renceOpt. Lett. 32, 641 (2007) montre qu’en dessous de 5 Hz, la limitation provient
essentiellement du bruit thermique des miroirs qui est un facteur 2 a` 4 fois plus important
que le bruit d’acce´le´ration. On peut alors re´aliser l’interrogation des atomes dans le pie`ge
dipolaire forme´ par la re´tro-re´flexion d’un laser Ti :Sapphire de plusieurs Watts sur un
miroir (voir Fig. 1.9(d)).
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1.3.2 Reconstruction de la structure atomique Zeeman du 87Sr : mesure
de la correction δg du facteur de Lande´ de l’e´tat 3P0
Toute mode´lisation the´orique demande une confrontation avec une e´valuation expe´ri-
mentale. Comme nous l’avions de´ja` signale´ auparavant, la the´orie quantique du couplage
interme´diaire de Breit-Wills est mise en de´faut lorsqu’il s’agit de de´terminer de manie`re
pre´dictive la valeur de la constante de couplage de l’e´tat hyperfin A(1P1) par rapport
a` l’unique valeur expe´rimentale existante. La premie`re observation expe´rimentale de la
re´sonance fermionique du 87Sr avec une largeur de raie de l’ordre de 2 Hz a e´te´ effectue´e en
	



 
Figure 1.10 – Nuage d’atomes froids de 87Sr dans un PMO. (a) Signal expe´rimental
de la transition d’horloge de type Rabi apre`s une impulsion de 480 ms applique´e avec
le laser ultra-stable asservi sur la cavite´ de re´fe´rence. (b) Leve´e de de´ge´ne´rescence des
e´tats Zeeman en pre´sence d’un faible champ magne´tique directeur de 0.58 G. Chaque
transition atomique posse`de une largeur a` mi-hauteur de l’ordre de 10 Hz.(c) Elimination
des transitions Zeeman interme´diaires apre`s pompage optique par l’interme´diaire du niveau
relais 3P1 (F = 7/2) dans un champ de 0.27 G. Les atomes sont pompe´s alors dans les
deux sous-niveaux Zeeman extreˆmes de l’e´tat 3P0 (mf = ±9/2).
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quantite´s calcul mesures 2007 mesures 2008
δg/mF -109.1(1) Hz/G [16] -108.8(4) Hz/G [16] -110.6(9) Hz/G [13]
∆
(2)
B /B
2 -0.233 Hz/G2 [16] -0.233(5) Hz/G2 [17] -0.249(17) Hz/G2 [13]
Table 1.2 – Tableau des valeurs the´oriques et expe´rimentales de la correction du facteur
de Lande´ δg et du terme quadratique ∆
(2)
B de l’e´tat
3P0.
2006 au JILA comme le montre la figure Fig 1.10(a). En appliquant un champ magne´tique
directeur de quelques dizaines de Gauss sur le nuage d’atomes pie´ge´s, il suffit de balayer
le laser sonde a` 698 nm en polarisation π ou σ. Le spectre expe´rimental de reconstruction
de la structure Zeeman en polarisation π est pre´sente´ dans la figure Fig. 1.10(b). Les
mesures expe´rimentales re´alise´es par le JILA sur l’isotope fermionique 87Sr sont rapporte´es
dans le tableau Tab. 1.2 ainsi que les re´sultats du SYRTE sur l’espe`ce bosonique 88Sr et
fermionique 87Sr a` partir des re´fe´rences [13, 17, 18]. Nous avons obtenu, dans le meilleur
des cas, un accord a` mieux que 0.5% entre la mesure expe´rimentale et la valeur the´orique
du facteur de Lande´ diffe´rentiel calcule´ avec mon mode`le de type Breit-Wills. On a pu
e´galement mettre en e´vidence une se´lection des e´tats ZeemanmF = ±9/2 du spin nucle´aire
graˆce au pompage optique applique´ a` l’aide d’un laser repompeur en re´sonance avec le
niveau hyperfin F = 7/2 de l’e´tat 3P1. On obtient ainsi sur la figure Fig. 1.10(c) deux
re´sonances atomiques de part et d’autre de la fre´quence d’horloge avec un contraste 4 fois
plus important. Cette dernie`re me´thode permet par un asservissement e´lectronique adapte´
de part et d’autre de chaque re´sonance de mesurer avec une bonne stabilite´ la fre´quence
d’horloge du 87Sr en e´liminant la correction line´aire en champ magne´tique [13].
1.4 Habillage radiofre´quence de spins nucle´aires sur les iso-
topes 87Sr, 171Yb et 199Hg
La structure fermionique du 87Sr reste ne´anmoins sensible aux fluctuations de pola-
risation du laser qui interroge la transition d’horloge ainsi qu’aux fluctuations re´siduelles
du champ magne´tique statique qui le`ve la de´ge´ne´rescence des sous niveaux Zeeman. Les
e´lectrons se de´placent non seulement dans le champ e´lectrique cre´e´ par le noyau atomique
mais e´galement dans le champ e´lectrique cre´e´ par le laser de pie´geage. Il en re´sulte plusieurs
types de couplage qui induisent entre autres une polarisabilite´ vectorielle (∝ mF ), un ten-
seur de polarisabilite´ (∝ m2F ) et une hyperpolarisabilite´ qui de´pendent de l’orientation de
la lumie`re de polarisation du laser de pie´geage par rapport au champ magne´tique directeur.
Afin d’e´liminer la plupart de ces contributions, plusieurs me´thodes spectroscopiques d’ex-
citation de la transition d’horloge ont e´te´ propose´es ces dernie`res anne´es. Elles reposent
toutes sur l’utilisation de l’isotope bosonique 88Sr du strontium qui ne posse`de pas de spin
nucle´aire I = 0. Malheureusement, l’absence de spin nucle´aire fait disparaˆıtre la contami-
nation hyperfine sur l’e´tat 3P0 qui active l’interrogation directe de la re´sonance atomique
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par un laser. Pour reme´dier a` ce proble`me, plusieurs groupes ont envisage´ de re´aliser
un couplage artificiel entre e´tats atomiques d’un isotope bosonique par l’interme´daire de
plusieurs champs lasers entre 1S0 et
3P0. L’ide´e essentielle est d’appliquer, par exemple,
le phe´nome`ne de re´sonance noire dans un sche´ma a` 3 niveaux propose´ au JILA en 2005,
d’utiliser un syste`me atomique a` 4 niveaux et 3 lasers dans le groupe de Norval Forston
a` Washington ou d’appliquer un petit champ magne´tique statique me´langeant les e´tats
atomiques entre 3P1 et
3P0, solution propose´e par le groupe des horloges optiques du NIST
en 2006. Notons que seule cette dernie`re proposition a e´te´ couronne´e de succe`s avec l’ob-
servation expe´rimentale de la premie`re transition bosonique sur l’ytterbium 174Yb. Nous
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Figure 1.11 – Etude de l’habillage radiofre´quence d’un spin 1/2 avec la me´thode de la
fraction continue. (a) Diagramme de Cohen-Tannoudji et Haroche en e´nergie d’un spin 1/2
plonge´ dans un champ radiofre´quence en fonction du champ statique ω0. (b) Diagramme
Autler et Townes en e´nergie d’un spin 1/2 en fonction de la pulsation radiofre´quence ω.
(c) Facteur gyromagne´tique en champ statique nul en fonction de l’amplitude Ω du champ
radiofre´quence. On compare les re´sultats de la fraction continue avec une diagonalisation
nume´rique d’un hamiltonien de Floquet [19]. (d) De´placement Bloch-Siegert des noeuds en
e´nergie ∂E/∂ω0 = 0 en fonction de la valeur du champ statique ω0.
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Figure 1.12 – Application au cas du 87Sr.(a) Eclatement Zeeman des e´tats magne´tiques
mF = ±9/2 participant a` la transition d’horloge du 87Sr. (b) Renormalisation des e´tats de
spin sous l’effet d’une irradiation radio-fre´quence dans un champ de 25 µT (250 mT). (c)
Diagramme de transition vers la valeur du champ magne´tique ”magique” en fonction du
rapport Ω/ωrf qui permet la compensation simultane´e du de´placement diffe´rentiel Zeeman
∆Ed = 0 (courbe continue rouge) et de la de´rive´e premie`re ∂∆Ed/∂B = 0 (courbe en
tirete´ bleu).
y reviendrons dans le chapitre suivant. Il e´tait naturel dans ce contexte de chercher une
alternative aux propositions pre´ce´dentes tout en gardant une espe`ce fermionique.
1.4.1 Renormalisation du facteur de Lande´ et de´placement de Bloch-
Siegert d’un spin
L’habillage des proprie´te´s magne´tiques d’un spin dans le domaine radiofre´quence a e´te´
de´montre´ a` travers les e´tudes mene´es par C. Cohen-Tannoudji et S. Haroche au Labo-
ratoire de Spectroscopie Hertzienne de l’Ecole Normale Supe´rieure en 1970 [20]. Lorsque
l’atome est plonge´ dans un champ radiofre´quence oscillant rapidement et non re´sonant
avec les diffe´rents sous-niveaux Zeeman, le facteur de Lande´ de l’atome subit une re-
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normalisation, c’est a` dire que l’atome voit une modification globale de sa susceptibilite´
magne´tique. Bien que les processus d’absorption des photons soient virtuels, ils conduisent
entre autres a` un de´placement radiatif des niveaux d’e´nergie que l’on appelle effet Bloch-
Siegert en radiofre´quence ou de´placement lumineux en optique. Le calcul effectue´ par C.
Cohen-Tannoudji et S. Haroche, en champ magne´tique tre`s faible, repose sur l’utilisation
de la seconde quantification de l’e´nergie du champ de photons qui entoure l’atome [20].
Dans notre cas, on s’inte´resse au traitement semi-classique en pre´sence d’un tre`s grand
nombre de photons. La ge´ne´ralisation de ce traitement a` l’aide de la fraction continue sur
une mole´cule a` 2 niveaux d’e´nergie a e´te´ faite en 1955 par S.H. Autler et C.H. Townes
[21]. Ils avaient alors e´tudie´ avec pre´cision le de´placement des niveaux rovibrationnels de
la mole´cule OCS sous l’effet de la radiofre´quence. Le diagramme en e´nergie d’un spin 1/2
est pre´sente´ de manie`re diffe´rente : sur les figures Fig. 1.11(a) en fonction du champ sta-
tique ω0 (diagramme de Cohen-Tannoudji et Haroche) et Fig. 1.11(b) en fonction de la
pulsation radiofre´quence ω (diagramme Autler et Townes). En champ statique tre`s faible
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Figure 1.13 – (a) De´placement Zeeman non-line´aire de la transition d’horloge sous l’effet
de l’habillage radiofre´quence. (b) Ge´ome´trie de l’habillage sur le pie`ge dipolaire de confi-
nement des atomes de 87Sr.
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87Sr
mF → mF ′ − 92 → − 92 + 92 → + 92 − 92 → − 92 + 92 → + 92
xm 0.9639 3.111 5.444 7.777
Bm (µT) 2.1 5.1 9.0 20.0
171Yb
mF → mF ′ + 12 → + 12 − 12 → − 12 + 12 → + 12 − 12 → − 12
xm 0.9776 3.157 5.527 7.906
Bm (µT) 0.08 0.12 0.33 0.68
mF → mF ′ − 12 → + 12 + 12 → − 12 − 12 → + 12 + 12 → − 12
xm 1.826 4.107 5.543 6.954
Bm (µT) 0.11 0.59 0.88 0.82
199Hg
mF → mF ′ + 12 → + 12 − 12 → − 12 + 12 → + 12 − 12 → − 12
xm 0.9115 2.931 5.117 7.221
Bm (µT) 0.02 0.05 0.11 0.34
mF → mF ′ − 12 → + 12 + 12 → − 12 − 12 → + 12 + 12 → − 12
xm 1.674 3.599 4.566 6.388
Bm (µT) 0.04 0.19 0.17 0.16
Table 1.3 – Couples ”magiques” (xm, Bm) pour des polarisations laser π et σ
± du
strontium 87Sr, de l’ytterbium 171Yb et du mercure 199Hg pour une radiofre´quence fixe´e
a` ωrf/2π = 2 kHz. Les rapports xm = Ωm/ωrf sont e´value´s a` partir de l’incertitude
expe´rimentale disponible des facteurs de Lande´ de chaque espe`ce atomique. Une incerti-
tude relative infe´rieure a` 10−19 ne´cessite 6 chiffres significatifs.
devant la radiofre´quence, le facteur gyromagne´tique d’un spin 1/2 subit une renormalisa-
tion de´crite par une fonction de Bessel d’ordre ze´ro [22]. La figure Fig. 1.11(c) pre´sente
la renormalisation du facteur gyromagne´tique pour un spin 1/2 lorsque le champ sta-
tique est ne´gligeable devant la radiofre´quence. La figure Fig. 1.11(d) montre l’influence de
l’habillage radiofre´quence sur la position des ze´ros du facteur gyromagne´tique lorsque le
champ statique n’est plus force´ment petit devant la radiofre´quence. On compare e´galement
ce re´sultat avec une solution analytique plus complexe qu’une simple fonction de Bessel
d’ordre ze´ro [23]. Le calcul complet des e´tats d’e´nergie d’un spin 1/2 dans un champ ra-
diofre´quence est pre´sente´ dans le paragraphe III de la re´fe´rencePhys. Rev. A 87, 023424
(2013). Cette me´thode de calcul permet d’e´valuer la modification du facteur de Lande´
en pre´sence d’un champ radiofre´quence quelle que soit la valeur du champ magne´tique
statique applique´e sur le syste`me atomique ou mole´culaire.
1.4.2 Le champ magne´tique ”magique” pour un spin nucle´aire
A partir des re´sultats pre´ce´dents, j’ai choisi la me´thode de la fraction continue d’Autler-
Townes pour e´valuer avec pre´cision l’influence d’un habillage radiofre´quence sur l’e´tat 3P0
du 87Sr. Dans la figure Fig. 1.12(a) est pre´sente´ l’e´clatement Zeeman des sous niveaux
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mF = ±9/2 des e´tats 1S0 et 3P0 du Strontium 87Sr en fonction du champ magne´tique
statique B applique´ sur le nuage d’atomes froids. La renormalisation des e´tats d’e´nergie en
fonction de l’amplitude radiofre´quence Ω est rapporte´e sur la figure Fig. 1.12(b). Enfin, la
figure Fig. 1.12(c) repre´sente l’effondrement tre`s rapide des valeurs du champ magne´tique
pour lesquelles il existe une valeur ”magique” Bm qui annule a` la fois le de´placement Zee-
man diffe´rentiel ∆Ed et la de´rive´e premie`re ∂E/∂ω0 de la transition d’horloge
1S0 →3 P0.
Le principe d’un habillage ”magique” sur le spin nucle´aire de plusieurs espe`ces fermioniques
87Sr, 199Hg et 171Yb permet de re´aliser un de´placement Zeeman non-line´aire pre´sente´ sur
la figure Fig.1.13(a) qui e´limine en meˆme temps le de´placement Zeeman diffe´rentiel de la
transition d’horloge et rend la re´sonance atomique insensible aux fluctuations d’intensite´
du champ statique au premier ordre.
On rapporte, dans le tableau Tab. 1.3, les valeurs d’amplitude du champ radiofre´quence
capables d’annuler le de´placement Zeeman diffe´rentiel et la sensibilite´ aux fluctuations
du champ statique. Notons e´galement que le de´placement par polarisabilite´ vectorielle
pourrait eˆtre compense´ avec l’habillage radiofre´quence du spin nucle´aire puisque le champ
magne´tique fictif associe´ est toujours dans le plan perpendiculaire au champ radiofre´quence
non re´sonnant comme le montre la figure Fig. 1.13(b). Tous les re´sultats importants sont
regroupe´s et discute´s dans l’article Phys. Rev. Lett. 109, 223003 (2012) et peuvent
eˆtre e´tendus a` d’autres espe`ces atomiques fermioniques comme l’ytterbium ou le mercure.
Cet exemple d’habillage e´lectromagne´tique permet de cre´er artificiellement des champs
”magiques” magne´tiques ou e´lectriques qui peuvent modifier les potentiels de pie´gegage
sans chauffer les atomes. A titre d’exemple, rappelons que l’habillage du facteur de Lande´
a e´te´ re´alise´ sur un condensat de Bose-Einstein de chrome 52Cr ultra-froid sans le de´truire
[24]. Ces e´tudes e´taient motive´es, a` l’e´poque de mon poste ATER dans l’e´quipe Nano-
chrome au LPL, par la tentative de re´aliser une de´ge´ne´rescence des e´tats magne´tiques de
spin dans l’e´tat fondamental 7S3 afin d’observer des e´tats collectifs d’un spineur, condensat
constitue´ par un me´lange a` plusieurs composantes Zeeman. Pour finir, il est inte´ressant de
remarquer qu’une premie`re de´monstration expe´rimentale d’un tel habillage radiofre´quence
destine´ a` re´duire la sensibilite´ d’atomes froids de Rydberg aux fluctuations d’un champ
e´lectrique statique a e´te´ re´alise´e re´cemment avec des champs oscillants par une e´quipe
canadienne a` l’institut d’information quantique de l’universite´ de Waterloo [25].
1.5 Remarques ge´ne´rales et perspectives
Ce chapitre a pre´sente´ les travaux re´alise´s sur la premie`re e´tude pousse´e du couplage
atomique d’un spin nucle´aire avec les e´lectrons de valence d’un alcalino-terreux ainsi que
la caracte´risation expe´rimentale du spectre Zeeman associe´ au 87Sr. Le re´sultat est une
activation de la transition atomique entre deux e´tats de meˆme moment angulaire J = 0.
La faible contamination radiative de l’e´tat 3P0 conduit a` une largueur the´orique de la raie
atomique de quelques mHz a` une fre´quence optique de 430 THz. Le facteur de qualite´ de
cette re´sonance atomique, de plus de 1015, et la faible sensibilite´ du spin nucle´aire, 1000
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fois moins sensible que le spin e´lectronique aux fluctuations du champ magne´tique, en font
une re´sonance aux proprie´te´s me´trologiques remarquables pour une futur horloge optique
de tre`s haute exactitude. Ce traval a e´galement permis de re´pondre a` l’objectif d’e´tablir
une formule qui de´crit avec pre´cision la leve´e de de´ge´ne´rescence des e´tats magne´tiques
de la transition d’horloge en fonction de l’amplitude du champ magne´tique applique´ sur
les atomes pie´ge´s dans un re´seau optique. Notons par comparaison avec une transition
atomique hyperfine d’un alcalin que le terme Zeeman quadratique du 133Cs est de´ja` 108 fois
plus important que le terme quadratique du spin nucle´aire du 87Sr. Pour un de´placement
quadratique de -23.3 MHz/T2 et en appliquant un champ de l’ordre de 100 µT controˆle´
a` 1 µT, on peut obtenir des raies se´pare´es de 110 Hz avec une incertitude relative de´ja`
meilleure que 10−18 sur l’effet du second ordre en champ magne´tique [13]. Depuis ce
travail, les re´sultats du mode`le semi-empirique de Breit-Wills ont e´te´ applique´s a` d’autres
espe`ces atomiques posse´dant une configuration e´lectronique similaire comme l’ytterbium
[26] ou le mercure [27]. Bien que l’habillage d’un spin nucle´aire par un champ oscillant et
non re´sonant n’ajoute rien d’essentiel aux performances actuelles des e´talons de fre´quence
optique, il peut ouvrir de nouvelles perspectives sur le controˆle fin des e´tats atomiques par
des champs de couplage exte´rieurs au re´seau dipolaire de pie´geage des atomes.
Depuis quelques temps, il faut souligner que la communaute´ de la physique ato-
mique s’inte´resse a` la simulation du magne´tisme orbital, qui se manifeste dans les gaz
d’e´lectrons bidimensionnels de la physique du solide, a` l’aide d’atomes pie´ge´s dans des
re´seaux optiques a` plusieurs longueurs d’ondes. Bien que les atomes soient e´lectriquement
neutres, il est de´sormais possible a` l’aide de lasers de manipuler les e´tats internes de
l’atome et de cre´er artificiellement des potentiels de jauge semblables au potentiel vecteur
de l’e´lectromagne´tisme [28]. L’existence d’une transition d’horloge tre`s e´troite dans les
syste`mes atomiques alcalino-terreux devient ici un e´le´ment central dans la re´alisation d’un
potentiel de jauge artificiel sans perturbation par e´mission spontane´e [29]. La cre´ation
et le controˆle expe´rimental d’un magne´tisme artificiel ouvrirait la voie a` l’observation de
transitions de phases analogues a` l’effet Hall quantique associe´ au spectre en e´nergie d’un
e´lectron de Hofstadter contraint de se de´placer dans un re´seau carre´ a` deux dimensions en
pre´sence d’un flux de champ magne´tique intense [30, 31]. Par analogie, on pourrait ima-
giner de forc¸er les e´lectrons de valence d’un atome a` effectuer un trajectoire ferme´e dans
un espace de Hilbert pilote´ par plusieurs champs e´lectromagne´tiques pe´riodiques dans
le temps capables de ge´ne´rer des phases ge´ome´triques relie´es a` l’existence d’un champ
magne´tique fictif qui ouvrirait peut-eˆtre un the`me de recherche en spectroscopie laser sur
le moyen d’activer de nouvelles transitions atomiques normalement interdites de manie`re
purement artificielle ....
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Compact, thermal-noise-limited optical cavity for
diode laser stabilization at 1Ã10−15
A. D. Ludlow, X. Huang,* M. Notcutt, T. Zanon-Willette, S. M. Foreman, M. M. Boyd, S. Blatt, and J. Ye
JILA, National Institute of Standards and Technology, and University of Colorado Department of Physics,
University of Colorado, Boulder, Colorado 80309-0440, USA
Received October 30, 2006; accepted November 25, 2006;
posted December 20, 2006 (Doc. ID 76598); published February 15, 2007
We demonstrate phase and frequency stabilization of a diode laser at the thermal noise limit of a passive
optical cavity. The system is compact and exploits a cavity design that reduces vibration sensitivity. The
subhertz laser is characterized by comparison with a second independent system with similar fractional fre-
quency stability 110−15 at 1 s. The laser is further characterized by resolving a 2 Hz wide, ultranarrow
optical clock transition in ultracold strontium. © 2007 Optical Society of America
OCIS codes: 140.2020, 030.1640, 300.6320.
Highly frequency-stabilized lasers are essential in
high-resolution spectroscopy and quantum
measurements,1 optical atomic clocks,2–4 and quan-
tum information science.5 To achieve superior stabil-
ity with high bandwidth control, the laser output is
traditionally servo locked to a highly isolated passive
optical cavity by using the Pound–Drever–Hall
(PDH) technique.6 Typical limits to the resulting la-
ser stability include vibration-induced cavity length
fluctuation, photon detection shot noise, and
thermal-mechanical noise of the passive cavity
components.7,8 By thoughtful system design, the rela-
tive impact of these noise contributions can be ad-
justed. Here we report a cavity-laser system that
achieves high stability with an appropriate compro-
mise between acceleration sensitivity and thermal
noise. The compact, cavity-stabilized diode laser has
a subhertz linewidth (at several seconds) and is ther-
mal noise limited to a fractional (in)stability of 1
10−15 at time scales of 0.5–300 s. As further evi-
dence of the laser’s optical stability, we use it to in-
terrogate an ultranarrow optical atomic transition in
neutral atomic strontium. We resolve an optical tran-
sition linewidth of 2 Hz, the narrowest optical
atomic resonance observed to date.
The laser source in this Letter is a diode laser
(Hitachi HL6738MG, AR-coated9) in an external cav-
ity of the Littman configuration operating at 698 nm
[Fig. 1(a)]. The laser is first prestabilized to a simple
optical cavity with finesse of 10,000. The PDH sta-
bilization is accomplished via feedback to the laser
diode current and the laser cavity piezoelectric trans-
ducer (PZT). The servo bandwidth is 2–3 MHz. The
prestabilized laser light is first-order diffracted by an
acousto-optic modulator (AOM) and fiber coupled to a
platform on which an ultrastable cavity resides. This
platform is mounted on a commercially available pas-
sive vibration isolation unit (Minus K, resonant fre-
quency of 0.5–1 Hz). Both the platform and the isola-
tion unit are within a temperature-controlled
enclosure lined with acoustic-damping foam. On the
platform, the prestabilized laser light is phase modu-
lated by an electro-optic modulator operating at
5 MHz. Approximately 10 W of optical power is in-
cident on the ultrastable cavity for PDH locking. Sta-
bilization to this cavity is accomplished via feedback
to the AOM and a PZT controlling the prestabiliza-
tion cavity length. The servo bandwidth for this final
locking stage is 100 kHz. The useful output of the
laser is delivered from a fiber port located near the
ultrastable cavity on the same platform. The entire
optical setup occupies less than 1 m3.
The ultrastable cavity has a finesse of 250,000 and
is 7 cm long (cavity linewidth of 7 kHz). Both the
spacer and the optically bonded mirror substrates are
made of ultralow expansion glass (ULE). To maintain
small sensitivity of cavity length to acceleration, we
implemented the following design features. First, be-
cause the acceleration sensitivity of fractional cavity
length scales with the cavity length, we chose a some-
what short cavity spacer10 7 cm. Second, the cavity
is held at its midplane to achieve symmetric stretch-
ing and compressing of the two halves of the cavity
during acceleration to suppress vibration
sensitivity.10–12 The cavity is mounted vertically to
exploit the intuitive symmetry in the vertical direc-
tion [see Fig. 1(b)]. This mounting is accomplished by
a monolithically attached midplane ring resting on
three Teflon rods. Third, the cavity is wider in the
Fig. 1. (Color online) (a) Schematic of the laser and pas-
sive cavity optical setup. EOM, electro-optic modulator;
AOM, acousto-optic modulator; 14 , quarter-wave plate;
1
2 ,
half-wave plate; isol, optical isolator; pbs, polarizing beam
splitter; pd, photodetector. (b) High-finesse, ultrastable
ULE optical cavity in its vertical mounting configuration.
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middle and tapered at the ends, allowing more rigid
construction without excess material. This cavity was
designed in our laboratory and constructed in con-
junction with a dozen other quantum metrology labo-
ratories around the world. It is now commercially
available, facilitating 1 Hz laser stabilization to any
interested research lab.13 The cavity and supporting
rods are held in vacuum (10−6 Torr) by an ion pump
2 l /s; the cavity spacer has symmetric evacuation
holes perpendicular to the optical axis. The vacuum
can is single point temperature controlled to 305 K
within 500 K over a 24 h period. Since the ion pump
is not temperature controlled, we installed a black-
body radiation baffle between the vacuum can and
the ion pump.
To evaluate the final laser stability, a second
cavity-laser system was constructed with a separate
diode laser and a separate ultrastable cavity
mounted on an independent vibration isolation plat-
form in an independent enclosure. Light was trans-
ferred from one system to the other via optical fiber
(employing fiber-phase-noise cancellation14) and a
heterodyne beat between the two stabilized lasers
was detected (Fig. 2 inset). Linear drifts of 1 Hz/s
of the heterodyne beat were removed by applying a
feedforward linear correction to reduce the drift to
less than 50 mHz/s. At 300 mHz resolution band-
width (RBW), the laser linewidth is 400 mHz (full
width at half maximum). As the RBW is reduced to
150 mHz, linewidths of 220 mHz can be observed,
while some fraction of the carrier power is moved into
low-frequency noise sidebands. The fractional line-
width is below 110−15. The stability of one of the la-
sers as measured by the fractional Allan deviation is
also shown in Fig. 2. This measurement was taken
directly by counting the heterodyne beat under linear
drift cancellation. The theoretical estimate of the
thermal-noise-limited stability is indicated as a solid
horizontal line in the figure. This modeled thermal
noise limit has nearly negligible contribution from
the ULE spacer itself, while the contribution from
the ULE mirror substrates is approximately 1.5
times that from the dielectric high-reflective coating.7
Except for a small noise bump at 100 s, the laser sta-
bility from 0.5 to 300 s coincides precisely with the
modeled thermal noise limit.
Laser phase coherence was also observed via time-
domain measurements. A 15 Hz heterodyne beat sig-
nal between the two lasers and its sine wave fit are
shown in Fig. 3(a), with a linear chirp to account for
the simple residual linear drift between the two la-
sers. The fit shows that the lasers remain phase co-
herent within 1 rad at the optical frequency of
41014Hz for a period 2 s.
The sensitivity of the cavity length to accelerations
was measured by shaking the cavity and observing
the additional frequency noise present on the laser
tightly locked to the cavity resonance. This was also
an optical heterodyne measurement, with the system
that was not shaken serving as the reference oscilla-
tor. The vertical acceleration sensitivity was mea-
sured to be 30 kHz/m/s2. The horizontal acceleration
sensitivity was 20 kHz/m/s2 at 5 Hz; it dropped to
5 kHz/m/s2 at 15 Hz because of mechanical isolation
provided by the Teflon cavity mounting posts. The
relatively short cavity used here constitutes a com-
promise between cavity acceleration sensitivity and
the fractional thermal noise contributions (from the
mirrors) to the cavity length stability. This compro-
mise facilitates impressive diode laser stability at the
10−15 level with relatively straightforward vibration
isolation. The difference in performance between this
system and that of the highest recorded stability is
consistent with the difference in cavity length that
scales the fractional thermal noise.7,15
Fig. 3. (Color online) (a) Heterodyne beat of the two sta-
bilized lasers, mixed down to 15 Hz. The dots indicate the
measured data, and the solid curve is the chirped sine wave
fit. The fit shows that the lasers maintain phase coherence
within 1 rad for 2 s. (b) Frequency noise spectrum of the
stabilized laser (solid data). The solid curve is the theoret-
ical estimate of the thermal noise contribution, with its
characteristic 1/  f dependence. The short-dashed data in-
dicate contribution to laser frequency noise from the accel-
eration sensitivity of the optical cavity. The horizontal
dashed line denotes the measurement noise floor and domi-
nates laser frequency noise well above 10 Hz.
Fig. 2. (Color online) Fractional Allan deviation of the sta-
bilized laser frequency. The solid curve near a fractional
frequency stability of 110−15 denotes the thermal noise
stability limit of the passive optical cavity. Inset, measure-
ment of laser linewidth from the heterodyne beat.
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To see this compromise more quantitatively, Fig.
3(b) shows the laser frequency noise spectrum. Below
5 Hz, the laser noise is dominated by thermal noise.
Also shown is the laser noise contribution due to cav-
ity acceleration—this is simply the measured accel-
eration noise spectrum on the vibration isolation
platform scaled by the empirically determined
acceleration sensitivity given above. The thermal
noise contributes roughly a factor of 2 to 4 more than
the acceleration noise. Consequently, the system
could be further improved by using similar, but
longer, mounted optical cavities together with fine
tuning of the symmetrical rejection of acceleration
sensitivity.10 In this case, the combined thermal and
acceleration noise contributions can be kept small
enough for laser fractional frequency stability at the
low side of the 10−16 decade.
To further characterize the laser coherence proper-
ties, we used one of the stable 698 nm lasers to probe
an ultranarrow, doubly forbidden optical clock tran-
sition (1S0-
3P0, natural linewidth 1 mHz) in atomic
strontium.16 We probed a collection of laser-cooled Sr
atoms trapped in an optical lattice at a temperature
of 2 K. Atom interrogation was performed in the
Lamb–Dicke regime, where both Doppler and recoil
effects were eliminated. The recovered optical atomic
transition is shown in Fig. 4. The linewidth of 2 Hz is
the narrowest optical atomic transition observed to
date (line quality factor Q21014). This linewidth
corresponds closely to the Fourier limit given by the
probe pulse duration 480 ms. Such a spectrum re-
quires 20–30 s overall scanning time. The hetero-
dyne beat between the two stabilized lasers inte-
grated over 30 s reveals a single laser linewidth of
2 Hz, suggesting that laser stability is the limiting
factor in observing the narrow spectra. This atomic
measurement provides a clean, independent confir-
mation of overall laser performance.
We have demonstrated a simple, compact, and ul-
trastable laser system useful for high precision me-
trology, quantum measurements, and quantum infor-
mation applications, all of which require long atom-
light coherence times. With the recent success of
optical-lattice-based clocks in observing very high
line Q with large atom numbers,16,17 the fundamen-
tal quantum projection noise of such systems can al-
low for 1 s instabilities at 110−17, achievable only if
laser stability can further improve to permit observa-
tion of narrower atomic spectra. Consequently, future
progress in this field requires pushing lasers to even
higher stability. This requires improving the thermal
noise limitation of passive optical cavities. This can
be done in three ways7,8,12: (1) lower temperatures,
(2) longer cavities, and (3) substrate and dielectric
coating materials with lower mechanical loss. While
technical challenges exist for any of these, the ap-
proach demonstrated here is compatible with each of
these three routes to improvement.
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Fig. 4. (Color online) Narrow atomic resonance observed
by probing ultracold strontium with the stabilized laser.
The 2 Hz full width at half maximum is the narrowest op-
tical atomic resonance observed to date. The transition fre-
quency, f0, is 4.2910
14Hz.
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We present a detailed experimental and theoretical study of the effect of nuclear spin on the performance of
optical lattice clocks. With a state-mixing theory including spin-orbit and hyperfine interactions, we describe
the origin of the 1S0-
3P0 clock transition and the differential g factor between the two clock states for
alkaline-earth-metal-like atoms, using 87Sr as an example. Clock frequency shifts due to magnetic and optical
fields are discussed with an emphasis on those relating to nuclear structure. An experimental determination of
the differential g factor in 87Sr is performed and is in good agreement with theory. The magnitude of the tensor
light shift on the clock states is also explored experimentally. State specific measurements with controlled
nuclear spin polarization are discussed as a method to reduce the nuclear spin-related systematic effects to
below 10−17 in lattice clocks.
DOI: 10.1103/PhysRevA.76.022510 PACS numbers: 32.10.Fn, 42.62.Eh, 32.60.i, 42.62.Fi
Optical clocks 1 based on alkaline-earth-metal atoms
confined in an optical lattice 2 are being intensively ex-
plored as a route to improve state of the art clock accuracy
and precision. Pursuit of such clocks is motivated mainly by
the benefits of Lamb-Dicke confinement which allows high
spectral resolution 3,4 and high accuracy 5–8 with the
suppression of motional effects, while the impact of the lat-
tice potential can be eliminated using the Stark cancellation
technique 9–12. Lattice clocks have the potential to reach
the impressive accuracy level of trapped ion systems, such as
the Hg+ optical clock 13, while having an improved stabil-
ity due to the large number of atoms involved in the mea-
surement. Most of the work performed thus far for lattice
clocks has been focused on the nuclear-spin induced 1S0-
3P0
transition in 87Sr. Recent experimental results are promising
for development of lattice clocks as high performance optical
frequency standards. These include the confirmation that hy-
perpolarizability effects will not limit the clock accuracy at
the 10−17 level 12, observation of transition resonances as
narrow as 1.8 Hz 3, and the excellent agreement between
high accuracy frequency measurements performed by three
independent laboratories 5–8 with clock systematics asso-
ciated with the lattice technique now controlled below 10−15
6. A main effort of the recent accuracy evaluations has been
to minimize the effect that nuclear spin I=9/2 for 87Sr has
on the performance of the clock. Specifically, a linear Zee-
man shift is present due to the same hyperfine interaction
which provides the clock transition, and magnetic sublevel-
dependent light shifts exist, which can complicate the stark
cancellation techniques. To reach accuracy levels below
10−17, these effects need to be characterized and controlled.
The long coherence time of the clock states in alkaline-
earth-metalatoms also makes the lattice clock an intriguing
system for quantum information processing. The closed elec-
tronic shell should allow independent control of electronic
and nuclear angular momenta, as well as protection of the
nuclear spin from environmental perturbation, providing a
robust system for coherent manipulation 14. Recently, pro-
tocols have been presented for entangling nuclear spins in
these systems using cold collisions 15 and performing co-
herent nuclear spin operations while cooling the system via
the electronic transition 16.
Precise characterization of the effects of electronic and
nuclear angular-momentum-interactions and the resultant
state mixing is essential to lattice clocks and potential quan-
tum information experiments, and therefore is the central fo-
cus of this work. The organization of this paper is as follows.
First, state mixing is discussed in terms of the origin of the
clock transition as well as a basis for evaluating external field
sensitivities on the clock transition. In the next two sections,
nuclear-spin related shifts of the clock states due to both
magnetic fields and the lattice trapping potential are dis-
cussed. The theoretical development is presented for a gen-
eral alkaline-earth-metal-type structure, using 87Sr only as an
example Fig. 1, so that the results can be applied to other
species with similar level structure, such as Mg, Ca, Yb, Hg,
Zn, Cd, Al+, and In+. Following the theoretical discussion is
a detailed experimental investigation of these nuclear spin
related effects in 87Sr, and a comparison to the theory sec-
tions. Finally, the results are discussed in the context of the
performance of optical lattice clocks, including a comparison
with recent proposals to induce the clock transition using
external fields in order to eliminate nuclear spin effects
17–22. The Appendix contains additional details on the
state mixing and magnetic sensitivity calculations.
I. STATE MIXING IN THE ns np CONFIGURATION
To describe the two-electron system in intermediate cou-
pling, we follow the method of Breit and Wills 23 and
Lurio 24 and write the four real states of the ns np configu-
ration as expansions of pure spin-orbit LS coupling states,
3P0 = 
3P0
0 ,
3P1 = 
3P1
0 + 1P1
0 ,
3P2 = 
3P2
0 ,
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1P1 = − 
3P1
0 + 1P1
0 . 1
Here the intermediate coupling coefficients  and  0.9996
and −0.0286, respectively, for Sr represent the strength of
the spin-orbit induced state mixing between singlet and trip-
let levels, and can be determined from experimentally mea-
sured lifetimes of 1P1 and
3P1 see Eq. A1 in the Appen-
dix. This mixing process results in a weakly allowed
1S0-
3P1 transition which would otherwise be spin forbid-
den, and has been used for a variety of experiments span-
ning different fields of atomic physics. In recent years, these
intercombination transitions have provided a unique testing
ground for studies of narrowline cooling in Sr 25–29 and
Ca 30,31, as well as the previously unexplored regime of
photoassociation using long-lived states 32–34. These tran-
sitions have also received considerable attention as potential
optical frequency standards 35–37, owing mainly to the
high line quality factors and insensitivity to external fields.
Fundamental symmetry measurements, relevant to searches
of physics beyond the standard model, have also made use of
this transition in Hg 38. Furthermore, the lack of hyperfine
structure in the bosonic isotopes I=0 can simplify compari-
son between experiment and theory.
The hyperfine interaction HFI in fermionic isotopes pro-
vides an additional state mixing mechanism between states
having the same total spin F, mixing the pure 3P0 state with
the 3P1,
3P2, and
1P1 states,
3P0 = 
3P0
0 + 0
3P1 + 0
1P1 + 0
3P2
0 . 2
The HFI mixing coefficients 0, 0, and 0 210−4, −4
10−6, and −110−6, respectively, for 87Sr are defined in
Eq. A2 of the Appendix and can be related to the hyperfine
splitting in the P states, the fine-structure splitting in the 3P
states, and the coupling coefficients  and  23,24. The 3P0
state can also be written as a combination of pure states
using Eq. 1,
3P0 = 
3P0
0 + 0 − 0
3P1
0 + 0 + 0
1P1
0
+ 0
3P2
0 . 3
The HFI mixing enables a nonzero electric-dipole transition
via the pure 1P1
0 state, with a lifetime which can be calcu-
lated given the spin-orbit and HFI mixing coefficients, the
3P1 lifetime, and the wavelengths  of the
3P0 and
3P1
transitions from the ground state 39,

3P0 = 3P0−1S0

3P1−
1S0
3 20 + 023P1. 4
In the case of Sr, the result is a natural lifetime on the order
of 100 seconds 9,40,41, compared to that of a bosonic iso-
tope where the lifetime approaches 1000 years 41. Al-
though the 100 second coherence time of the excited state
exceeds other practical limitations in current experiments,
such as laser stability or lattice lifetime, coherence times
approaching one second have been achieved 3. The high
spectral resolution has allowed a study of nuclear-spin re-
lated effects in the lattice clock system discussed below.
The level structure and state mixing discussed here are
summarized in a simplified energy diagram, shown in Fig. 1,
which gives the relevant atomic structure and optical transi-
tions for the 5s5p configuration in 87Sr.
II. THE EFFECT OF EXTERNAL MAGNETIC FIELDS
With the obvious advantages in spectroscopic precision of
the 1S0-
3P0 transition in an optical lattice, the sensitivity of
the clock transition to external field shifts is a central issue in
developing the lattice clock as an atomic frequency standard.
To evaluate the magnetic sensitivity of the clock states, we
follow the treatment of Ref. 24 for the intermediate cou-
pling regime described by Eqs. 1–3 in the presence of a
weak magnetic field. A more general treatment for the case
of intermediate fields is provided in the Appendix. The
Hamiltonian for the Zeeman interaction in the presence of a
weak magnetic field B along the z axis is given as
HZ = gsSz + glLz − gIIz0B . 5
Here gs	2 and gl=1 are the spin and orbital angular mo-
mentum g factors, and Sz, Lz, and Iz are the z components of
the electron spin, orbital, and nuclear spin angular momen-
tum, respectively. The nuclear g factor, gI, is given by gI
=
I1−	d
0I
, where I is the nuclear magnetic moment, 	d is
the diamagnetic correction, and 0=
B
h . Here, B is the Bohr
magneton, and h is Planck’s constant. For 87Sr, the nuclear
magnetic moment and diamagnetic correction are I
=−1.09247N 42 and 	d=0.00345 43, respectively,
where N is the nuclear magneton. In the absence of state
mixing, the 3P0 g factor would be identical to the
1S0 g factor
assuming the diamagnetic effect differs by a negligible
amount for different electronic states, both equal to gI. How-
ever since the HFI modifies the 3P0 wave function, a differ-
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FIG. 1. Color online Simplified 87Sr energy level diagram not
to scale. Relevant optical transitions discussed in the text are
shown as solid arrows, with corresponding wavelengths given in
nanometers. Hyperfine structure sublevels are labeled by total an-
gular momentum F, and the magnetic dipole A and electric quad-
rupole Q, equivalent to the hyperfine B coefficient coupling con-
stants are listed in the inset. State mixing of the 1P1 and
3P1 states
due to the spin-orbit interaction is shown as a dashed arrow. Dotted
arrows represent the hyperfine induced state mixing of the 3P0 state
with the other F=9/2 states in the 5s5p manifold.
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ential g factor, 
g, exists between the two states. This can be
interpreted as a paramagnetic shift arising due to the distor-
tion of the electronic orbitals in the triplet state, and hence
the magnetic moment 44. 
g is given by

g = −

3P0HZ
3P0 − 

3P0
0HZ
3P0
0
mF0B
= − 20 − 0

3P0
0
,mFHZ
3P1
0
,F = I,mF
mF0B
+O02,02,02, . . .  . 6
Using the matrix element given in the Appendix for 87Sr I
=9/2, we find 
3P0
0
,mF HZ  3P10 ,F=
9
2 ,mF
= 23 233mF0B,
corresponding to a modification of the 3P0 g factor by
60%. Note that the sign in Eq. 6 differs from that re-
ported in 44,39 due to our choice of sign for the nuclear
term in the Zeeman Hamiltonian opposite of that found
in Ref. 24. The resulting linear Zeeman shift B
1
=−
gmF0B of the 1S0-
3P0 transition is on the order of
110mF Hz/G 1 G=10−4 Tesla. This is an important
effect for the development of lattice clocks, as stray magnetic
fields can broaden the clock transition deteriorate the stabil-
ity if multiple sublevels are used. Furthermore, imbalanced
population among the sublevels or mixed probe polarizations
can cause frequency errors due to line shape asymmetries or
shifts. It has been demonstrated that if a narrow resonance is
achieved 10 Hz in the case of Ref. 6, these systematics
can be controlled at 510−16 for stray fields of less than
5 mG. To reduce this effect, one could employ narrower
resonances or magnetic shielding.
An alternative measurement scheme is to measure the av-
erage transition frequency between mF and −mF states to
cancel the frequency shifts. This requires application of a
bias field to resolve the sublevels, and therefore the second
order Zeeman shift B
2
must be considered. The two clock
states are both J=0 so the shift B
2
arises from levels sepa-
rated in energy by the fine-structure splitting, as opposed to
the more traditional case of alkali-metal -like atoms where
the second order shift arises from nearby hyperfine levels.
The shift of the clock transition is dominated by the interac-
tion of the 3P0 and
3P1 states since the ground state is sepa-
rated from all other energy levels by optical frequencies.
Therefore, the total Zeeman shift of the clock transition B is
given by
B = B
1 + B
2
= B
1
− 
F

3P0,F,mFHZ
3P1,F,mF
2
3P1,F
− 3P0
.
7
Here 3P0 3P1,F represents the energy of
3P0 
3P1 ,F
state in frequency. The frequency difference in the denomi-
nator is mainly due to the fine-structure splitting and is
nearly independent of F, and can therefore be pulled out of
the summation. In terms of the pure states, and ignoring
terms of order 0, 0, 2, and smaller, we have
B
2 	 − 2

F

3P0
0
,F,mFHZ
3P1
0
,F,mF2
3P1
− 3P0
= −
22gl − gs20
2
33P1 − 3P0
B2, 8
where we have used the matrix elements given in the Appen-
dix for the case F=9/2. From Eq. 8 the second order Zee-
man shift given in Hz for a magnetic field given in Gauss
for 87Sr is B
2
−0.233B2. This is consistent with the results
obtained in Refs. 20,45 for the bosonic isotope. Inclusion
of the hyperfine splitting into the frequency difference in the
denominator of Eq. 7 yields an additional term in the sec-
ond order shift proportional to mF
2 which is more that 10−6
times smaller than the main effect, and therefore negligible.
Notably, the fractional frequency shift due to the second or-
der Zeeman effect of 510−16 G−2 is nearly 108 times
smaller than that of the Cs 46,47 clock transition, and more
than an order of magnitude smaller than that present in Hg+
13, Sr+ 48,49, and Yb+ 50,51 ion optical clocks.
A Breit-Rabi-like diagram is shown in Fig. 2, giving the
shift of the 1S0-
3P0 transition frequency for different mF sub-
levels assuming m=0 for  transitions, as a function of
magnetic field. The calculation is performed using an ana-
lytical Breit-Rabi formula Eq. A8 provided in the Appen-
dix. The result is indistinguishable from the perturbative
derivation in this section, even for fields as large as 104 G.
III. THE EFFECT OF THE OPTICAL
LATTICE POTENTIAL
In this section we consider the effect of the confining
potential on the energy shifts of the nuclear sublevels. In the
presence of a lattice potential of depth UT, formed by a laser
linearly polarized along the axis of quantization defined by
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FIG. 2. Color online A Breit-Rabi diagram for the 1S0-
3P0
clock transition using Eq. A8 with 
g0=−109 Hz/G. Inset
shows the linear nature of the clock shifts at the fields relevant for
the measurement described in the text.
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an external magnetic field B, the level shift of a clock state
hg/e from its bare energy is given by
e = − mFgI + 
g0B − e
SUT
ER
− e
VmF
UT
ER
− e
T3mF
2
− FF + 1
UT
ER
,
g = − mFgI0B − g
SUT
ER
− g
VmF
UT
ER
− g
T3mF
2
− FF + 1
UT
ER
. 9
Here, S, V, and T are shift coefficients proportional to the
scalar, vector or axial, and tensor polarizabilities, and sub-
scripts e and g refer to the excited 3P0 and ground 
1S0
states, respectively. ER is the energy of a lattice photon recoil
and UT /ER characterizes the lattice intensity. The vector
mF and tensor mF
2 light shift terms arise solely from
the nuclear structure and depend on the orientation of the
light polarization and the bias magnetic field. The tensor shift
coefficient includes a geometric scaling factor which varies
with the relative angle  of the laser polarization axis and the
axis of quantization, as 3 cos2 −1. The vector shift, which
can be described as a pseudomagnetic field along the propa-
gation axis of the trapping laser, depends on the trapping
geometry in two ways. First, the size of the effect is scaled
by the degree of elliptical polarization , where =0 
= ±1 represents perfect linear circular polarization. Sec-
ond, for the situation described here, the effect of the vector
light shift is expected to be orders of magnitude smaller than
the Zeeman effect, justifying the use of the bias magnetic
field direction as the quantization axis for all of the mF terms
in Eq. 9. Hence the shift coefficient depends on the relative
angle between the pseudomagnetic and the bias magnetic
fields, vanishing in the case of orthogonal orientation 52. A
more general description of the tensor and vector effects in
alkaline-earth-metal systems for the case of arbitrary ellipti-
cal polarization can be found in Ref. 10. Calculations of the
scalar, vector, and tensor shift coefficients have been per-
formed elsewhere for Sr, Yb, and Hg 9–11,52 and will not
be discussed here. Hyperpolarizability effects UT
2 9–12
are ignored in Eq. 9 as they are negligible in 87Sr at the
level of 10−17 for the range of lattice intensities used in cur-
rent experiments 12. The second order Zeeman term has
been omitted as the effect is also at the 10−17 level for fields
used in this work.
Using Eq. 9 we can write the frequency of a  transition
mF=0 from a ground state mF as
mF
= c − 
S
− TFF + 1
UT
ER
− VmF + 
T3mF
2
UT
ER
− 
gmF0B , 10
where the shift coefficients due to the differential polarizabil-
ities are represented as , and c is the bare clock fre-
quency. The basic principle of the lattice clock technique is
to tune the lattice wavelength and hence the polarizabilities
such that the intensity-dependent frequency shift terms are
reduced to zero. Due to the mF dependence of the third term
of Eq. 10, the Stark shifts cannot be completely compen-
sated for all of the sublevels simultaneously. Or equivalently,
the magic wavelength will be different depending on the sub-
level used. The significance of this effect depends on the
magnitude of the tensor and vector terms. Fortunately, in the
case of the 1S0-
3P0 transition the clock states are electroni-
cally scalar, and hence these effects are expected to be quite
small. While theoretical estimates for the polarizabilities
have been made, experimental measurements are so far un-
available for the vector and tensor terms. The frequencies of
	± mF= ±1 transitions from a ground mF state are similar
to the  transitions, given by
	
mF
± = c − 
S
− TFF + 1
UT
ER
− e
VmF ± 1
− g
VmF
UT
ER
− e
T3mF ± 12 − g
T3mF
2
UT
ER
− ±gI + 
gmF ± 10B . 11
IV. EXPERIMENTAL DETERMINATION
OF FIELD SENSITIVITIES
To explore the magnitude of the various mF-dependent
shifts in Eq. 10, a differential measurement scheme has
been used to eliminate the large shifts common to all levels.
Using resolved sublevels one can extract mF sensitivities by
measuring the splitting of neighboring states. This is the ap-
proach taken here. A diagram of our spectroscopic setup is
shown in Fig. 3a. 87Sr atoms are captured from a thermal
beam into a magneto-optical trap MOT, based on the 1S0-1P1 cycling transition. The atoms are then transferred to a
second stage MOT for narrow line cooling using a dual fre-
quency technique 26. Full details of the cooling and trap-
ping system used in this work are discussed elsewhere
5,28. During the cooling process, a vertical one-
dimensional lattice is overlapped with the atom cloud. We
typically load 104 atoms into the lattice at a temperature of
1.5 K. The lattice is operated at the Stark cancellation
wavelength 6,12 of 813.42805 nm with a trap depth of
U0=35ER. A Helmholtz coil pair provides a field along the
lattice polarization axis for resolved sublevel spectroscopy.
Two other coil pairs are used along the other axes to zero the
orthogonal fields. The spectroscopy sequence for the 1S0-
3P0
clock transition begins with an 80 ms Rabi pulse from a
highly stabilized diode laser 53 that is copropagated with
the lattice laser. The polarization of the probe laser is linear
at an angle  relative to that of the lattice. A shelved detec-
tion scheme is used, where the ground state population is
measured using the 1S0-
1P1 transition. The
3P0 population is
then measured by pumping the atoms through intermediate
states using 3P0-
3S1 ,
3P2-
3S1, and the natural decay of
3P1,
before applying a second 1S0-
1P1 pulse. The 461 nm pulse is
destructive, so for each frequency step of the probe laser the
BOYD et al. PHYSICAL REVIEW A 76, 022510 2007
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800 ms loading and cooling cycle is repeated.
When  polarization is used for spectroscopy =0, the
large nuclear spin provides ten possible transitions, as shown
schematically in Fig. 3b. Figure 3c shows a spectroscopic
measurement of these states in the absence of a bias mag-
netic field. The suppression of motional effects provided by
the lattice confinement allows observation of extremely nar-
row lines 3,4,19, in this case having Fourier-limited full
width at half maximum FWHM of 10 Hz quality factor
of 41013. In our current apparatus the linewidth limitation
is 5 Hz with degenerate sublevels and 1.8 Hz when the de-
generacy is removed 3. The high spectral resolution allows
for the study of nuclear spin effects at small bias fields, as
the ten sublevels can easily be resolved with a few hundred
mG. An example of this is shown in Fig. 4, where the ten
transitions are observed in the presence of a 0.58 G bias
field. This is important for achieving a high accuracy mea-
surement of 
g as the contribution from magnetic-field-
induced state mixing is negligible. To extract the desired
shift coefficients we note that for the  transitions we have a
frequency gap between neighboring lines of
f,mF = mF − mF−1
= − 
g0B − V
UT
ER
− T32mF − 1
UT
ER
. 12
From Eq. 12, we see that by measuring the differences in
frequency of two spectroscopic features, the three terms of
interest 
g, V, and T can be determined indepen-
dently. The differential g factor can be determined by vary-
ing the magnetic field. The contribution of the last two terms
can be extracted by varying the intensity of the standing
wave trap, and can be independently determined since only
the tensor shift depends on mF.
While the  transitions allow a simple determination of

g, the measurement requires a careful calibration of the
magnetic field and a precise control of the probe laser fre-
quency over the 500 seconds required to produce a scan
such as in Fig. 4. Any linear laser drift will appear in the
form of a smaller or larger 
g, depending on the laser scan
direction. Furthermore, the measurement cannot be used to
determine the sign of 
g as an opposite sign would yield an
identical spectral pattern. In an alternative measurement
scheme, we instead polarize the probe laser perpendicular to
the lattice polarization = 2  to excite both 	+ and 	− tran-
sitions. In this configuration, 18 spectral features are ob-
served and easily identified Fig. 5. Ignoring small shifts
due to the lattice potential, 
g is given by extracting the
frequency splitting between adjacent transitions of a given
polarization all 	+ or all 	− transitions as f	±,mF =	mF±
−	
mF−1
± =−
g0B. If we also measure the frequency differ-
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FIG. 3. Color online a Schematic of the experimental appa-
ratus used here. Atoms are confined in a nearly vertical optical
lattice formed by a retroreflected 813 nm laser. A 698 nm probe
laser is coaligned with the lattice. The probe polarization EP can be
varied by an angle  relative to that of the linear lattice polarization
EL. A pair of Helmholtz coils blue is used to apply a magnetic
field along the lattice polarization axis. b Nuclear structure of the
1S0 and
3P0 clock states. The large nuclear spin I=9/2 results in
28 total transitions, and the labels , 	+, and 	− represent transi-
tions where mF changes by 0, +1, and −1, respectively. c Obser-
vation of the clock transition without a bias magnetic field. The 3P0
population in arbitrary units is plotted blue dots versus the probe
laser frequency for =0, and a fit to a sinc-squared lineshape yields
a Fourier-limited linewidth of 10.73 Hz. Linewidths of 5 Hz have
been observed under similar conditions and when the probe time is
extended beyond 200 ms.
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FIG. 4. Color online Observation of the 1S0-
3P0  transitions
=0 in the presence of a 0.58 G magnetic field. Data is shown in
gray and a fit to the eight observable line shapes is shown as a blue
curve. The peaks are labeled by the ground state mF sublevel of the
transition. The relative transition amplitudes for the different sub-
levels are strongly influenced by the Clebsch-Gordan coefficients.
Here, transition linewidths of 10 Hz are used. Spectra as narrow as
1.8 Hz have been achieved under similar conditions if the probe
time is extended to 500 ms.
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ence between 	+ and 	− transitions from the same sublevel,
fd,mF =	mF+ −	mF− =−2gI+
g0B, we find that the differen-
tial g factor can be determined from the ratio of these fre-
quencies as

g =
gI
fd,mF
2f	±,mF
− 1
. 13
In this case, prior knowledge of the magnetic field is not
required for the evaluation, nor is a series of measurement at
different fields, as 
g is instead directly determined from the
line splitting and the known 1S0 g factor, gI. The field cali-
bration and the 
g measurement are in fact done simulta-
neously, making the method immune to some systematics
which could mimic a false field, such as linear laser drift
during a spectroscopic scan or slow magnetic field varia-
tions. Using the 	 transitions also eliminates the sign ambi-
guity which persists when using the  transitions for mea-
suring 
g. While we cannot extract the absolute sign, the
recovered spectrum is sensitive to the relative sign between
gI and 
g. This is shown explicitly in Fig. 6 where the posi-
tions of the transitions have been calculated in the presence
of a 1 G magnetic field. Figure 6a shows the spectrum
when the signs of gI and 
g are the same while in Fig. 6b
the signs are opposite. The two plots show a qualitative dif-
ference between the two possible cases. Comparing Fig. 5
and Fig. 6 it is obvious that the hyperfine interaction in-
creases the magnitude of the 3P0 g factor 
g has the same
sign as gI. We state this point explicitly because of recent
inconsistencies in theoretical estimates of the relative sign of

g and gI in the 87Sr literature 7,8.
To extract the magnitude of 
g, data such as in Fig. 5 are
fit with eighteen Lorentzian lines, and the relevant splitting
frequencies fd,mF and f	± are extracted. Due to the large num-
ber of spectral features, each experimental spectrum yields
16 measurements of 
g. A total of 31 full spectra was taken,
resulting in an average value of 
g0=−108.44 Hz/G
where the uncertainty is the standard deviation of the mea-
sured value. To check for sources of systematic error, the
magnetic field was varied to confirm the field independence
of the measurement. We also varied the clock laser intensity
by an order of magnitude to check for Stark and line pulling
effects. It is also necessary to consider potential measure-
ment errors due to the optical lattice since in general the
splitting frequencies fd,mF and f	± will depend on the vector
and tensor light shifts. For fixed fields, the vector shift is
indistinguishable from the linear Zeeman shift see Eqs.
10–12 and can lead to errors in calibrating the field for a

g measurement. In this work, a high quality linear polarizer
10−4 is used which would in principle eliminate the vector
shift. The nearly orthogonal orientation should further reduce
the shift. However, any birefringence of the vacuum win-
dows or misalignment between the lattice polarization axis
and the magnetic field axis can lead to a nonzero value of the
vector shift. To measure this effect in our system, we varied
the trapping depth over a range of 0.6–1.7U0 and ex-
trapolated 
g to zero intensity, as shown in Fig. 7. Note that
this measurement also checks for possible errors due to sca-
lar and tensor polarizabilities as their effects also scale lin-
early with the trap intensity. We found that the 
g measure-
ment was affected by the lattice potential by less than 0.1%,
well below the uncertainty quoted above.
Unlike the vector shift, the tensor contribution to the sub-
level splitting is distinguishable from the magnetic contribu-
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FIG. 5. Color online Observation of the 18 	 transitions when
the probe laser polarization is orthogonal to that of the lattice 
=

2 . Here, a field of 0.69 G is used. The spectroscopic data is
shown in gray and a fit to the data is shown as a blue curve. Peak
labels give the ground state sublevel of the transition, as well as the
excitation polarization.
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FIG. 6. Color online Calculation of the 18 	 transition fre-
quencies in the presence of a 1 G bias field, including the influence
of Clebsch-Gordan coefficients. The green red curves show the 	+
	− transitions. a Spectral pattern for g factors gI0
=−185 Hz/G and 
g0=−109 Hz/G. b Same pattern as in a but
with 
g0= +109 Hz/G. The qualitative difference in the relative
positions of the transitions allows determination of the sign of 
g
compared to that of gI.
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tion even for fixed fields. Adjacent 	 transitions can be used
to measure T and e
T due to the mF
2 dependence of the
tensor shift. An appropriate choice of transition comparisons
results in a measurement of the tensor shift without any con-
tributions from magnetic or vector terms. To enhance the
sensitivity of our measurement we focus mainly on the tran-
sitions originating from states with large mF; for example,
we find that
T = −
f	+,mF=7/2 − f	+,mF=−7/2
42
UT
ER
,
e
T
= −
fd,mF=7/2 − fd,mF=−7/2
84
UT
ER
, 14
while similar combinations can be used to isolate the differ-
ential tensor shift from the 	− data as well as the tensor shift
coefficient of the 1S0 state. From the 	 splitting data we find
T=0.038 Hz/U0 and e
T  =0.024 Hz/U0. The data for
these measurements is shown in Fig. 8. Similarly, we ex-
tracted the tensor shift coefficient from  spectra, exploiting
the mF-dependent term in Eq. 12, yielding T
=0.027 Hz/U0. The measurements here are consistent with
zero and were not found to depend on the trapping depth
used for a range of 0.85–1.7 U0, and hence are interpreted as
conservative upper limits to the shift coefficients. The error
bars represent the standard deviation of many measurements,
with the scatter in the data due mainly to laser frequency
noise and slight under sampling of the peaks. It is worth
noting that the tensor shift of the clock transition is expected
to be dominated by the 3P0 shift, and therefore, the limit on
e
T can be used as an additional estimate for the upper limit
on T. Improvements on these limits can be made by going
to larger trap intensities to enhance sensitivity, as well as by
directly stabilizing the clock laser to components of interest
for improved averaging. Based on our polarizability calcula-
tions, which include the effect of both the nuclear-spin in-
duced state mixing in the clock states and the hyperfine en-
ergy splitting in the intermediate states, we estimate that the
tensor shift coefficients are more than two orders of magni-
tude smaller than the experimental upper limits reported
here.
Table I summarizes the measured sensitivities to magnetic
fields and the lattice potential. The Stark shift coefficients for
linear polarization at 813.42805 nm are given in units of
Hz/ UT /ER. For completeness, a recent measurement of the
second order Zeeman shift using 88Sr has been included 45,
as well as the measured shift coefficient  for the hyperpo-
larizability 12 and the upper limit for the overall linear
lattice shift coefficient  from our recent clock measurement
6. While we were able to confirm that the vector shift effect
is small and consistent with zero in our system, we do not
report a limit for the vector shift coefficient V as our sys-
tem was designed with the lattice polarization and orienta-
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FIG. 7. Color online Summary of 
g measurements for differ-
ent lattice intensities. Each data point and uncertainty represents
the 
g value extracted from a full 	± spectrum such as in Fig. 5.
Linear extrapolation red line to zero lattice intensity yields a value
−108.41 Hz/G.
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FIG. 8. Color online Measurement of the tensor shift coeffi-
cients T blue triangles, and e
T green circles, using 	 spectra
and Eq. 14. The measured coefficients show no statistically sig-
nificant trap depth dependence while varying the depth from
0.85–1.7 U0.
TABLE I. Measured field sensitivities for 87Sr.
Sensitivity Value Units Ref.
B
1 /mFB −108.44 Hz/G This work
B
2 /B2 −0.2335 Hz/G2 45a
T 62010−4 Hz/ UT /ER This workb
T 92310−4 Hz/ UT /ER This workc
e
T 51010−4 Hz/ UT /ER This workc
 −3710−3 Hz/ UT /ER 6d
 7610−6 Hz/ UT /ER2 12d
aMeasured for 88Sr.
bMeasured with  spectra.
cMeasured with 	± spectra.
dMeasured with degenerate sublevels.
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tion relative to the quantization axis set to minimize our
sensitivity. In future measurements, use of circular trap po-
larization can enhance the measurement precision of V by
at least two orders of magnitude.
Although only upper limits are reported here, the results
can be used to estimate accuracy and linewidth limitations
for lattice clocks. For example, in the absence of magnetic
fields, the tensor shift can cause line broadening of the tran-
sition for unpolarized samples. Given the transition ampli-
tudes in Fig. 4, the upper limit for line broadening, derived
from the tensor shift coefficients discussed above, is 5 Hz at
U0. The tensor shift also results in a different magic wave-
length for different mF sublevels, which is constrained here
to the few picometer level.
V. COMPARISON OF THE g MEASUREMENT WITH
THEORY AND 3P0 LIFETIME ESTIMATE
The precise measurement of 
g provides an opportunity
to compare various atomic hyperfine interaction theories to
the experiment. To calculate the mixing parameters 0 and
0 defined in Eq. A2 of the Appendix , we first try the
simplest approach using the standard Breit-Wills BW
theory 23,24 to relate the mixing parameters to the mea-
sured triplet hyperfine splitting HFS. The parameters 
0.9996 and  −0.02863 are calculated from recent de-
terminations of the 3P1 32 and
1P1 54 lifetimes. The rel-
evant singlet and triplet single-electron hyperfine coefficients
are taken from Ref. 55. From this calculation we find 0
=2.37110−4, 0=−4.12110−6, and 0=−1.381
10−6, resulting in 
g0=−109.11 Hz/G. Using the mix-
ing values in conjunction with Eq. 4 we find that the 3P0
lifetime is 1522 s. The agreement with the measured g fac-
tor is excellent, however the BW theory is known to have
problems predicting the 1P1 characteristics based on those of
the triplet states. In this case, the BW-theory framework pre-
dicts a magnetic dipole A coefficient for the 1P1 state of
−32.72 MHz, whereas the experimental value is
−3.44 MHz 55. Since 
g is determined mainly by the
properties of the 3P1 state, it is not surprising that the theo-
retical and experimental values are in good agreement. Con-
versely, the lifetime of the 3P0 state depends nearly equally
on the 1P1 and
3P1 characteristics, so the lifetime prediction
deserves further investigation.
A modified BW MBW theory 44,55,56 was attempted
to incorporate the singlet data and eliminate such discrepan-
cies. In this case 1P1,
3P1, and
3P2 HFS are all used in the
calculation, and two scaling factors are introduced to account
for differences between singlet and triplet radial wave func-
tions when determining the HFI mixing coefficients note
that 0 is not affected by this modification. This method has
been shown to be successful in the case of heavier elements
such as neutral Hg 44. We find 0=2.56110−4 and 0
=−5.5110−6, resulting in 
g0=−117.95 Hz/G and

3P0 =1101 s. Here, the agreement with experiment is fair,
but the uncertainties in experimental parameters used for the
theory are too small to explain the discrepancy.
Alternatively, we note that in Eq. 6, 
g depends strongly
on 0 and only weakly 1%  on 0, such that our mea-
surement can be used to tightly constrain 0=2.351
10−4, and then use only the triplet HFS data to calculate
0 in the MBW theory framework. In this way we find 0
=−3.2110−6, yielding 
3P0 =1825 s. The resulting 1P1
HFS A coefficient is −15.95 MHz, which is an improve-
ment compared to the standard BW calculation. The inability
of the BW and MBW theory to simultaneously predict the
singlet and triplet properties seems to suggest that the theory
is inadequate for 87Sr. A second possibility is a measurement
error of some of the HFS coefficients, or the ground state g
factor. The triplet HFS is well resolved and has been con-
firmed with high accuracy in a number of measurements. An
error in the ground state g-factor measurement at the 10%
level is unlikely, but it can be tested in future measurements
by calibrating the field in an independent way so that both gI
and 
g can be measured. On the other hand, the 1P1 HFS
measurement has only been performed once using level
crossing techniques, and is complicated by the fact that the
structure is not resolved, and that the 88Sr transition domi-
nates the spectrum for naturally abundant samples. Present
87Sr cooling experiments could be used to provide an im-
proved measurement of the 1P1 data to check whether this is
the origin of the discrepancy.
Although one can presumably predict the lifetime with a
few percent accuracy based on uncertainties in the experi-
mental data, the large model-dependent spread in values in-
troduces significant additional uncertainty. Based on the cal-
culations above and many other similar ones and our
experimental data, the predicted lifetime is 14540 s. A di-
rect measurement of the natural lifetime would be ideal, as
has been done in similar studies with trapped ion systems
such as In+ 39 and Al+ 57 or neutral atoms where the
lifetime is shorter, but for Sr this type of experiment is dif-
ficult due to trap lifetime limitations, and the measurement
accuracy would be limited by blackbody quenching of the
3P0 state 58.
Table II summarizes the calculations of 
g and 
3P0 dis-
cussed here including the HFI mixing parameters 0 and 0.
Other recent calculations based on the BW theory 8,9, ab
initio relativistic many body calculations 40, and an effec-
tive core calculation 41 are given for comparison, with er-
ror bars shown when available.
VI. IMPLICATIONS FOR THE 87Sr LATTICE CLOCK
In the previous sections, the magnitude of relevant mag-
netic and Stark shifts has been discussed. Briefly, we will
discuss straightforward methods to reduce or eliminate the
effects of the field sensitivities. To eliminate linear Zeeman
and vector light shifts the obvious path is to use resolved
sublevels and average out the effects by alternating between
measurements of levels with the same mF. Figure 9 shows
an example of a spin-polarized measurement using the mF
= ±9/2 states for cancellation of the Zeeman and vector
shifts. To polarize the sample, we optically pump the atoms
using a weak beam resonant with the 1S0-
3P1 F=7/2 tran-
sition. The beam is coaligned with the lattice and clock laser
and linearly polarized along the lattice polarization axis 
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=0, resulting in optical pumping to the stretched mF
=9/2 states. Spectroscopy with blue and without red the
polarizing step shows the efficiency of the optical pumping
as the population in the stretched states is dramatically in-
creased while excitations from other sublevels are not vis-
ible. Alternate schemes have been demonstrated elsewhere
8,26 where the population is pumped into a single mF
= ±9/2 state using the 1S0-
3P1 F=9/2 transition. In our
system, we have found the method shown here to be more
efficient in terms of atom number in the final state and state
purity. The highly efficient optical pumping and high spectral
resolution should allow clock operation with a bias field of
less than 300 mG for a 10 Hz feature while keeping line
pulling effects due to the presence of the other sublevels
below 10−17. The corresponding second order Zeeman shift
for such a field is only 21 mHz, and hence knowledge of
the magnetic field at the 1% level is sufficient to control the
effect below 10−18. With the high accuracy 
g measurement
reported here, real time magnetic field calibration at the level
of a few percent is trivial. For spin-polarized samples, a
magic wavelength can be determined for the mF pair, and the
effect of the tensor shift will only be to modify the cancel-
lation wavelength by at most a few picometers if a different
set of sublevels are employed. With spin-polarized samples,
the sensitivity to both magnetic and optical fields including
hyperpolarizability effects should not prevent the clock ac-
curacy from reaching below 10−17.
Initial concerns that nuclear spin effects would limit the
obtainable accuracy of a lattice clock have prompted a num-
ber of recent proposals to use bosonic isotopes in combina-
tion with external field induced state mixing 17,18,20–22
to replace the mixing provided naturally by the nuclear spin.
In these schemes, however, the simplicity of a hyperfine-free
system comes at the cost of additional accuracy concerns as
the mixing fields also shift the clock states. The magnitudes
of the shifts depend on the species, mixing mechanism, and
achievable spectral resolution in a given system. As an ex-
ample, we discuss the magnetic field induced mixing scheme
20 which was the first to be experimentally demonstrated
for Yb 19 and Sr 45. For a 10 Hz 88Sr resonance i.e., the
linewidth used in this work, the required magnetic and op-
tical fields set to minimize the total frequency shift result in
a second order Zeeman shift of −19 Hz and an ac Stark shift
from the probe laser of −19 Hz. For the same transition
width, using spin-polarized 87Sr, the second order Zeeman
shift is less than −20 mHz for the situation in Fig. 9, and the
ac Stark shift is less than 1 mHz. Although the nuclear-spin-
induced case requires a short spin-polarizing stage and aver-
aging between two sublevels, this is preferable to the bosonic
isotope, where the mixing fields must be calibrated and
monitored at the 10−5 level to reach below 10−17. Other prac-
tical concerns may make the external mixing schemes favor-
able, if for example isotopes with nuclear spin are not readily
available for the species of interest. In a lattice clock with
atom-shot noise limited performance, the stability could be
TABLE II. Theoretical estimates of 
g and 
3P0 for 87Sr.
Values used in calculation
=0.9996, =−0.02863
Calc.
0
units of 10−4
0
units of 10−6

3P0
s

g0
mFHz/G
A1P1
MHz
BW 2.371 −4.121 1522 −109.11 −32.72
MBW I 2.561 −5.51 1101 −117.95 −3.44a
MBW II 2.351 −3.21 1825 −108.44b −15.95
Ref. 40 — — 132 — —
Refs. 41,59 2.93 −4.77 11030 −13015c —
Refs. 8,9 — — 159 106d —
aExperimental value 55.
bExperimental value from this work.
cCalculated using Eq. 6.
dSign inferred from Fig. 1 in Ref. 8.
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FIG. 9. Color online The effect of optical pumping via the 3P1
F=7/2 state is shown via direct spectroscopy with =0. The red
data shows the spectrum without the polarizing light for a field of
0.27 G. With the polarizing step added to the spectroscopy se-
quence the blue spectrum is observed. Even with the loss of 15%
of the total atom number due to the polarizing laser, the signal size
of the mF= ±9/2 states is increased by more than a factor of 4.
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improved, with a possible cost of accuracy, by switching to a
bosonic isotope with larger natural abundance.
In conclusion we have presented a detailed experimental
and theoretical study of the nuclear spin effects in optical
lattice clocks. A perturbative approach for describing the
state mixing and magnetic sensitivity of the clock states was
given for a general alkaline-earth-metal -like system, with
87Sr used as an example. Relevant Stark shifts from the op-
tical lattice were also discussed. We described in detail our
sign-sensitive measurement of the differential g factor of
the 1S0-
3P0 clock transition in
87Sr, yielding 0
g
=−108.44mF Hz/G, as well as upper limit for the differen-
tial and exited state tensor shift coefficients T
=0.02 Hz/ UT /ER and e
T
=0.01 Hz/ UT /ER. We have
demonstrated a polarizing scheme which should allow con-
trol of the nuclear spin related effects in the 87Sr lattice clock
to well below 10−17.
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APPENDIX
The Appendix is organized as follows, in the first section
we briefly describe calculation of the mixing coefficients
needed to estimate the effects discussed in the main text. We
also include relevant Zeeman matrix elements. In the second
section we describe a perturbative treatment of the magnetic
field on the hyperfine-mixed 3P0 state, resulting in a Breit-
Rabi-like formula for the clock transition. In the final section
we solve the more general case and treat the magnetic field
and hyperfine interaction simultaneously, which is necessary
to calculate the sensitivity of the 1P1,
3P1 and
3P2 states.
1. State mixing coefficients and Zeeman elements
The intermediate coupling coefficients  and  are typi-
cally calculated from measured lifetimes and transition fre-
quencies of the 1P1 and
3P1 states and a normalization con-
straint, resulting in
2
2
=

3P1

1P1
3P1
1P1
3, 2 + 2 = 1. A1
The HFI mixing coefficients 0, 0, and 0 are due to the
interaction between the pure 3P0 state and the spin-orbit
mixed states in Eq. 1 having the same total angular mo-
mentum F. They are defined as
0 =

3P1,F = IHA
3P0
0
,F = I
3P0
− 3P1
,
0 =

1P1,F = IHA
3P0
0
,F = I
3P0
− 1P1
,
0 =

3P2,F = IHQ
3P0
0
,F = I
3P0
− 3P2
, A2
where HA and HQ are the magnetic dipole and electric quad-
rupole contributions of the hyperfine Hamiltonian. A stan-
dard technique for calculating the matrix elements is to relate
unknown radial contributions of the wave functions to the
measured hyperfine magnetic dipole A and electric quadru-
pole Q coefficients. Calculation of the matrix elements us-
ing BW theory 23,24,39,44,55 can be performed using the
measured hyperfine splitting of the triplet state along with
matrix elements provided in 24. Inclusion of the 1P1 data
and an accurate prediction of 0 requires a modified BW
theory 44,55,56 where the relation between the measured
hyperfine splitting and the radial components is more com-
plex but manageable if the splitting data for all of the states
in the ns np manifold are available. A thorough discussion of
the two theories is provided in Refs. 44,55.
Zeeman matrix elements for singlet and triplet states in
the ns np configuration have been calculated in Ref. 24.
Table III summarizes those elements relevant to the work
here, where the results have been simplified by using the
electronic quantum numbers for the alkaline-earth-metal
case, but leaving the nuclear spin quantum number general
for simple application to different species. Note that the re-
sults include the application of our sign convention in Eq. 5
which differs from that in Ref. 24.
TABLE III. Zeeman matrix elements for pure 2S+1LJ
0 states.
Relevant elements for the 3P0 state:

3P0
0
,F= I HZ  3P0
0
,F= I=−gImF0B

3P0
0
,F= I HZ  3P1
0
,F= I= gs−glmF0B 23II+1

3P0
0
,F= I HZ  3P1
0
,F= I+1= gs−gl0B I+12−mF24I+63I+14I2+1−1

3P0
0
,F= I HZ  3P1
0
,F= I−1= gs−gl0B I2−mF24I−23I4I2−1
Relevant diagonal elements within 3P1 manifold:

3P1
0
,F= I HZ  3P1
0
,F= I=  gl+gs−gI2II+1−22II+1 mF0B

3P1
0
,F= I+1 HZ  3P1
0
,F= I+1= gl+gs−2gII2I+1 mF0B

3P1
0
,F= I−1 HZ  3P1
0
,F= I−1= − gl+gs+2gII+12I mF0B
Relevant diagonal elements within 1P1 manifold:

1P1
0
,F= I HZ  1P1
0
,F= I=  gl−gIII+1−1II+1 mF0B

1P1
0
,F= I+1 HZ  1P1
0
,F= I+1= gl−gIII+1 mF0B

1P1
0
,F= I−1 HZ  1P1
0
,F= I−1= − gl+gII+1I mF0B
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2. Magnetic field as a perturbation
To determine the magnetic sensitivity of the 3P0 state due
to the hyperfine interaction with the 3P1 and
1P1 states, we
first use a perturbative approach to add the Zeeman interac-
tion as a correction to the 3P0 state in Eq. 3. The resulting
matrix elements depend on spin-orbit and hyperfine mixing
coefficients , , 0, 0, and 0. For the 3P0 state, diagonal
elements to first order in 0 and 0 are relevant, while for
1P1 and
3P1, the contribution of the hyperfine mixing to the
diagonal elements can be ignored. All off-diagonal terms of
order 2, 0, 0, 0
2
, and smaller can be neglected. Due to
the selection rules for pure LS states, the only contributions
of the 3P2 hyperfine mixing are of order 00, 0
2
, and 00.
Thus the state can be ignored and the Zeeman interaction
matrix Mz between atomic P states can be described in the
1P1 ,F ,mF , 
3P0 ,F ,mF , 
3P1 ,F ,mF basis as
Mz =
1P1 M1P1
3P0 0
M3P0
1P1 3P0 M3P0
3P1
0 M3P1
3P0 3P1
 , A3
where we define diagonal elements as
3P0
= 3P0
0
+ 
3P0
0HZ
3P0
0
+ 20 − 0
3P1
0
,F = IHZ
3P0
0 ,
3P1
= 3P1
0
+ 
F
2
3P1
0
,FHZ
3P1
0
,F
+ 2
1P1
0
,FHZ
1P1
0
,F ,
1P1
= 1P1
0
+ 
F
2
1P1
0
,FHZ
1P1
0
,F
+ 2
3P1
0
,FHZ
3P1
0
,F . A4
Off diagonal elements are given by
M3P0
3P1
= M3P1
3P0
= 
F

3P1
0
,FHZ
3P0
0
,F2,
M3P0
1P1
= M1P1
3P0
= 
F

3P0
0
,FHZ
3P1
0
,F2. A5
The eigenvalues of Eq. A3 can be written analytically as
three distinct cubic roots
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FIG. 10. Color online Magnetic sensitivity of the 1P1 state
calculated with the expression in Eq. A10 using A=−3.4 MHz and
Q=39 MHz 55. Note the inverted level structure.
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FIG. 11. Color online Magnetic sensitivity of the 3P1 state
calculated with the expression in Eq. A10 using A=−260 MHz
and Q=−35 MHz 61.
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FIG. 12. Color online Magnetic sensitivity of the 3P1 state
calculated numerically with Eq. A9 using A=−212 MHz and Q
=67 MHz 62.
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mF
±
=
0
3
 02 + 312
 cos13 arccos 20
3 + 901
2 + 272
3
20
2 + 31
23/2
 ± 23  ,
mF  3P0,mF =
0
3
+ 02 + 312
 cos13 arccos20
3 + 901
2 + 272
3
20
2 + 31
23/2
 + 23  ,
A6
where we have
0 = 3P0
+ 3P1
+ 1P1
,
1 = − 3P0
3P1
− 3P1
1P1
− 3P0
1P1
+ M3P0
3P12 + M3P0
1P121/2,
2 = 3P0
3P1
1P1
− 3P1
M3P0
1P12 − 1P1M3P0
3P121/3.
A7
Since the main goal is a description of the 3P0 state sensitiv-
ity, the solution can be simplified when one considers the
relative energy spacing of the three states, and that elements
having terms , , and smaller are negligible compared to
those proportional to only . Therefore we can ignore M3P0
1P1
terms and find simplified eigenvalues arising only from the
interaction between 3P1 and
3P0 that can be expressed as a
Breit-Rabi-like expression for the 3P0 state given by
3P0,mF
=
1
2
3P0 + 
3P1
 +
1
2
3P0 − 
3P1

1 + 4F 2
3P00,FHZ3P10,F2
3P0 − 
3P1
2
.
A8
For magnetic fields where the Zeeman effect is small com-
pared to the fine-structure splitting, the result is identical to
that from Eq. 8 of the main text. The magnetic sensitivity
of the clock transition plotted in Fig. 2 is determined by
simply subtracting the 
3P0
0 HZ  3P0
0 term which is common
to both states.
3. Full treatment of the HFI and magnetic field
For a more complete treatment of the Zeeman effect we
can relax the constraint of small fields and treat the hyperfine
and Zeeman interactions simultaneously using the spin-orbit
mixed states in Eq. 1 as a basis. The total Hamiltonian is
written Htotal=HZ+HA+HQ including hyperfine HA and
quadrupole HQ effects in addition to the Zeeman interaction
HZ defined in Eq. 5 of the main text. The Hamiltonian Htotal
can be written as
Htotal = HZ + AI · J + Q
3
2
I · J2I · J + 1 − IJI + 1J + 1
2IJ2I − 12J − 1
.
A9
Diagonalization of the full space using Eq. A9 does not
change the 3P0 result discussed above, even for fields as
large as 104 G. This is not surprising since the 3P0 state has
only one F level, and is therefore only affected by the hy-
perfine interaction through state mixing which was already
accounted for in the previous calculation. Alternatively, for
an accurate description of the 1P1,
3P1, and
3P2 states, Eq.
A9 must be used. For an alkaline-earth-metal 2S+1L1 state in
the I ,J ,F ,mF basis we find an analytical expression for the
field dependence of the F= I , I±1 states and sublevels. The
solution is identical to Eq. A6 except we replace the fre-
quencies in Eq. A7 with those in Eq. A10. We define the
relative strengths of magnetic, hyperfine, and quadrupole in-
teractions with respect to an effective hyperfine-quadrupole
coupling constant WAQ=A+
3Q
4I1−2I as XBR=
0B
WAQ , XA=
A
WAQ ,
and XQ=
Q
I1−2IWAQ
, respectively. The solution is a generaliza-
tion of the Breit-Rabi formula 60 for the 2S+1L1 state in the
two electron system with nuclear spin I. The frequencies are
expanded in powers of XBR as
0 = − 2WAQ1 + 3gI2 mFXBR ,
1 = WAQXeff11 + 2geff − gIXA + 3geffXQXeff1 mFXBR +
geff + gI21 − 3mF2gI2geff + gI2
Xeff
1
XBR
2 
1/2
,
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2 = WAQ3 II + 1Xeff21 + XA2
geff
II + 1
+ gI + XQ2 31 − 2I3 + 2I16  geffII + 1 − gI − XAXQgeff2 − 32II + 1 + gI
Xeff
2
mFXBR
+
mF
2XA
2gIgeff
II + 1
+ XQ
geff + gI2
2 1 − 3mF
2geff
2
II + 1geff + gI2

Xeff
2
XBR
2 +
gIgeff + gI2 − gImF2
II + 1
Xeff
2
mFXBR
3 
1/3
, A10
with abbreviations
Xeff
1 = II + 1XA + XQ4 − II + 1XQXA − 1 − 1,
Xeff
2 = XeffXQXeff + XA2 − XQ2 33 + 2I1 − 2I16  ,
Xeff = XA + XQ
3 + 2I1 − 2I
4
,
geff =
gl + gs
2
+
gl − gs
4
LL + 1 − SS + 1 .
A11
The resulting Zeeman splitting of the 5s5p1P1 and
5s5p3P1 hyperfine states in 87Sr is shown in Fig. 10 and Fig.
11. For the more complex structure of 3P2, we have solved
Eq. A9 numerically, with the results shown in Fig. 12. The
solution for the 1P1 state depends strongly on the quadrupole
Q term in the Hamiltonian, while for the 3P1 and 3P2 states
the magnetic dipole A term is dominant.
1 S. A. Diddams et al., Science 306, 1318 2004.
2 M. Takamoto et al., Nature London 435, 321 2005.
3 M. M. Boyd et al., Science 314, 1430 2006.
4 C. W. Hoyt et al., in Proceedings of the 20th European Fre-
quency and Time Forum, Braunschweig, Germany, 2006, pp.
324–328.
5 A. D. Ludlow, M. M. Boyd, T. Zelevinsky, S. M. Foreman, S.
Blatt, M. Notcutt, T. Ido, and J. Ye, Phys. Rev. Lett. 96,
033003 2006.
6 M. M. Boyd, A. D. Ludlow, S. Blatt, S. M. Foreman, T. Ido, T.
Zelevinsky, and J. Ye, Phys. Rev. Lett. 98, 083002 2007.
7 R. Le Targat, X. Baillard, M. Fouche, A. Brusch, O. Tcherba-
koff, G. D. Rovera, and P. de Lemon, Phys. Rev. Lett. 97,
130801 2006.
8 M. Takamoto et al., J. Phys. Soc. Jpn. 75, 10 2006.
9 H. Katori, M. Takamoto, V. G. Palchikov, and V. D. Ovsian-
nikov, Phys. Rev. Lett. 91, 173005 2003.
10 V. Ovsiannikov et al., Quantum Electron. 36, 3 2006.
11 S. G. Porsev, A. Derevianko, and E. N. Fortson, Phys. Rev. A
69, 021403R 2004.
12 A. Brusch, R. Le Targat, X. Baillard, M. Fouche, and P. Lem-
onde, Phys. Rev. Lett. 96, 103003 2006.
13 W. H. Oskay et al., Phys. Rev. Lett. 97, 020801 2006.
14 L. Childress et al., Science 314, 281 2006.
15 D. Hayes, P. S. Julienne, and I. H. Deutsch, Phys. Rev. Lett.
98, 070501 2007.
16 I. Reichenbach and I. Deutsch, e-print arXiv:quant-ph/
0702120.
17 R. Santra, E. Arimondo, T. Ido, C. Greene, and J. Ye, Phys.
Rev. Lett. 94, 173002 2005.
18 T. Hong, C. Cramer, W. Nagourney, and E. N. Fortson, Phys.
Rev. Lett. 94, 050801 2005.
19 Z. W. Barber, C. W. Hoyt, C. W. Oates, L. Hollberg, A. V.
Taichenachev, and V. I. Yudin, Phys. Rev. Lett. 96, 083002
2006.
20 A. V. Taichenachev, V. I. Yudin, C. W. Oates, C. W. Hoyt, Z.
W. Barber, and L. Hollberg, Phys. Rev. Lett. 96, 083001
2006.
21 T. Zanon-Willette, A. D. Ludlow, S. Blatt, M. M. Boyd, E.
Arimondo, and J. Ye, Phys. Rev. Lett. 97, 233001 2006.
22 V. D. Ovsiannikov, V. G. Palchikov, A. V. Taichenachev, V. I.
Yudin, H. Katori, and M. Takamoto, Phys. Rev. A 75,
020501R 2007.
23 G. Breit and L. A. Wills, Phys. Rev. 44, 470 1933.
24 A. Lurio, M. Mandel, and R. Novick, Phys. Rev. 126, 1758
1962.
25 K. R. Vogel et al., IEEE Trans. Instrum. Meas. 48, 618 1999.
26 T. Mukaiyama, H. Katori, T. Ido, Y. Li, and M. Kuwata-
Gonokami, Phys. Rev. Lett. 90, 113002 2003.
27 T. H. Loftus, T. Ido, A. D. Ludlow, M. M. Boyd, and J. Ye,
Phys. Rev. Lett. 93, 073003 2004.
28 T. H. Loftus, T. Ido, M. M. Boyd, A. D. Ludlow, and J. Ye,
Phys. Rev. A 70, 063413 2004.
29 N. Poli, R. E. Drullinger, G. Ferrari, J. Leonard, F. Sorrentino,
and G. M. Tino, Phys. Rev. A 71, 061403R 2005.
30 E. A. Curtis, C. W. Oates, and L. Hollberg, Phys. Rev. A 64,
031403R 2001.
31 T. Binnewies, G. Wilpers, U. Sterr, F. Riehle, J. Helmcke, T. E.
Mehlstaubler, E. M. Rasel, and W. Ertmer, Phys. Rev. Lett.
87, 123002 2001.
32 T. Zelevinsky, M. M. Boyd, A. D. Ludlow, T. Ido, J. Ye, R.
Ciurylo, P. Naidon, and P. S. Julienne, Phys. Rev. Lett. 96,
NUCLEAR SPIN EFFECTS IN OPTICAL LATTICE CLOCKS PHYSICAL REVIEW A 76, 022510 2007
022510-13
203201 2006.
33 S. Tojo, M. Kitagawa, K. Enomoto, Y. Kato, Y. Takasu, M.
Kumakura, and Y. Takahashi, Phys. Rev. Lett. 96, 153201
2006.
34 R. Ciuryło, E. Tiesinga, S. Kotochigova, and P. S. Julienne,
Phys. Rev. A 70, 062710 2004.
35 C. Degenhardt et al., Phys. Rev. A 72, 062111 2005.
36 G. Wilpers et al., Appl. Phys. B: Lasers Opt. 85, 31 2006.
37 T. Ido, T. H. Loftus, M. M. Boyd, A. D. Ludlow, K. W. Hol-
man, and J. Ye, Phys. Rev. Lett. 94, 153001 2005.
38 M. V. Romalis, W. C. Griffith, J. P. Jacobs, and E. N. Fortson,
Phys. Rev. Lett. 86, 2505 2001.
39 T. Becker, J. v. Zanthier, A. Y. Nevsky, C. Schwedes, M. N.
Skvortsov, H. Walther, and E. Peik, Phys. Rev. A 63,
051802R 2001.
40 S. G. Porsev and A. Derevianko, Phys. Rev. A 69, 042506
2004.
41 R. Santra, K. Christ, and C. Greene, Phys. Rev. A 69, 042510
2004.
42 L. Olschewski, Z. Phys. 249, 205 1972.
43 H. Kopfermann, Nuclear Moments Academic Press, New
York, 1963.
44 B. Lahaye and J. Margerie, J. Phys. Paris 36, 943 1975.
45 X. Baillard et al., Opt. Lett. 32, 1812 2007.
46 S. Bize et al., J. Phys. B 38, S449 2005.
47 T. P. Heavner et al., Metrologia 42, 411 2005.
48 H. S. Margolis et al., Science 306, 1355 2004.
49 P. Dubé, A. A. Madej, J. E. Bernard, L. Marmet, J. S. Bou-
langer, and S. Cundy, Phys. Rev. Lett. 95, 033001 2005.
50 T. Schneider, E. Peik, and C. Tamm, Phys. Rev. Lett. 94,
230801 2005.
51 P. J. Blythe, S. A. Webster, H. S. Margolis, S. N. Lea, G.
Huang, S. K. Choi, W. R. C. Rowley, P. Gill, and R. S. Win-
deler, Phys. Rev. A 67, 020501R 2003.
52 M. V. Romalis and E. N. Fortson, Phys. Rev. A 59, 4547
1999.
53 A. D. Ludlow et al., Opt. Lett. 32, 641 2007.
54 P. Mickelson, Y. N. Martinez, A. D. Saenz, S. B. Nagel, Y. C.
Chen, T. C. Killian, P. Pellegrini, and R. Cote, Phys. Rev. Lett.
95, 223002 2005.
55 H. J. Kluge and H. Sauter, Z. Phys. 270, 295 1974.
56 A. Lurio, Phys. Rev. 142, 46 1966.
57 T. Rosenband et al., Phys. Rev. Lett. 98, 220801 2007.
58 X. Xu et al., J. Opt. Soc. Am. B 20, 5 2003.
59 Unpublished HFI coefficients extracted from Ref. 41, R.
Santra private communication.
60 G. Breit and I. I. Rabi, Phys. Rev. 38, 2082 1932.
61 G. zu Putlitz, Z. Phys. 175, 543 1963.
62 S. M. Heider and G. O. Brink, Phys. Rev. A 16, 1371 1977.
BOYD et al. PHYSICAL REVIEW A 76, 022510 2007
022510-14
1.6. ARTICLES ASSOCIE´S 67
1.6.3 Phys. Rev. Lett. 109, 223003 (2012)
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A Zeeman-insensitive optical clock atomic transition is engineered when nuclear spins are dressed by
a nonresonant radio-frequency field. For fermionic species as 87Sr, 171Yb, and 199Hg, particular ratios
between the radio-frequency driving amplitude and frequency lead to ‘‘magic’’ magnetic values where a
net cancelation of the Zeeman clock shift and a complete reduction of first-order magnetic variations are
produced within a relative uncertainty below the 1018 level. An Autler-Townes continued fraction
describing a semiclassical radio-frequency dressed spin is numerically computed and compared to an
analytical quantum description including higher-order magnetic field corrections to the dressed energies.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.109.223003 PACS numbers: 32.80.Qk, 06.30.Ft, 32.60.+i, 32.70.Jz
The interaction between magnetic fields and the nuclear
or electronic magnetic moments represents a flexible
tool for the control of the internal and external degrees of
freedom in atoms or molecules, widely employed in pre-
cision measurements, frequency metrology, and coherent
manipulations of quantum systems. In frequency metrol-
ogy, the presence of magnetic fields may represent a limit
on the realization of specific targets. In the attractive
context of the ‘‘magic’’ wavelength combining a vanishing
differential shift of the clock levels with the Lamb-Dicke
regime greatly reducing the motional effects [1–3], the
quest for magic magnetic field values where first-order
Zeeman shift and magnetic fluctuation of the atomic tran-
sition are annulled, was proposed in Ref. [4] and studied
experimentally in rubidium [5]. The best performances in
optical clocks are accessible by using atomic transitions
allowed by a weak hyperfine mixing mediated through a
small spin-orbit coupling with a resolution at the millihertz
level. To obtain even better performances, it has been
proposed to use the bosonic even isotopes eliminating
the nuclear spin and removing completely the first-order
Zeeman effect with a residual second-order magnetic shift
comparable to those of the ion standards [6]. However,
in order to get rid of strong cold collision frequency
shifts associated to the bosons, the present frequency
metrology is concentrated on the fermionic species, such
as 87Sr [7–10], 171Yb [11,12], and 199Hg [13,14]. There, the
first- and second-order Zeeman shifts contribute by 1 order
of magnitude above the projected 1018 fractional uncer-
tainty of the frequency standard [7,9,10].
This Letter focuses on the atomic magnetic moment
engineering with the target of getting rid of atomic
properties sensitive to external electromagnetic fields.
A scheme based on the radio-frequency (rf) quantum
engineering of fermionic atomic states is presented in order
to produce levels experiencing a vanishing first-order
Zeeman clock shift. The cancelation of the first-order
Zeeman shift applies also to the vectorial ac Stark shift,
equivalent to an effective magnetic field, the only contri-
bution of this kind appearing in 171Yb and 199Hg. The basic
idea of letting a paramagnetic system mimic a nonmag-
netic one originates from artificial or synthetic magnetism,
where an atomic Hamiltonian is created by proper electro-
magnetic fields in order to simulate a given magnetic
configuration [15]. Our work is inspired by the dressed-
atom rf quantum engineering [16], where the paramagnetic
response for two species, atoms in Ref. [17] or atom or
neutron in Ref. [18], is tuned into the resonance.
The cancelation of the first-order Zeeman effect is pro-
duced by the atomic dressing at a rf frequency much larger
than the effective Larmor precession, equivalent to a fre-
quency modulation of the nuclear magnetization and a
shielded nuclear response to the static magnetic field. The
different rf response for the ground and excited states of the
clock transition leads to crossing nodes in the energy dia-
gram, where the atoms become nonmagnetic. This change
from a paramagnetic system to an nonmagnetic one shares a
strong analogy with a Landau theory of phase transition. In
addition, atmagic static field values the rf dressing engineers
a Zeeman-insensitive atomic clock. This magic cancelation
arises from the nonlinear magnetic Hamiltonian associated
to the rf dressing of the two-electron system. Even if the
dressing does not eliminate the second-order Zeeman con-
tribution, its contribution to clock state separation is strongly
decreased by an operation at a magic magnetic field. The
stability of the ratio between rf dressing amplitude and rf
angular frequency required to produce a target nonmagnetic
state matched to the aimed optical clock accuracy is experi-
mentally reachable. The present approach of a magic mag-
netic field cannot be applied to tensorial ac shifts.
For the alkali-earth atoms, a modified Breit-Wills theory
describes the action of a magnetic field B producing linear
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and quadratic nuclear spin-dependent Zeeman shifts for the
doubly forbidden j1S0i ! j
3P0i optical clock transition
[19]. For the jF;mFi Zeeman level, the energy EmF is
EP;mF0 ð
3P0Þ ¼ mF0gPBBþ
ð2Þ
B B
2;
ES;mF ð
1S0Þ ¼ mFgSBB;
(1)
where m0F and mF are the upper and lower magnetic
quantum numbers, respectively, gP and gS the Lande´ g
factors, with gP ¼ gS þ g, and 
ð2Þ
B the second-order
Zeeman contribution, mF independent. We will focus our
attention on fermionic systems spin polarized in the
extreme Zeeman sublevels [19,20], where a systematic
average on the transition frequencies of optical transitions
symmetrically placed around the line center is currently
applied to cancel the linear Zeeman shift and to probe
accurately the second-order Zeeman correction. Their
parameters are listed in the Supplemental Material [21].
The Zeeman energies of the highest jmFj
87Sr clock levels
versus B are plotted in Fig. 1(a).
We drive the clock atoms by a nonresonant rf field,
linearly polarized and orthogonal to B, at angular fre-
quency !rf and (ground-state) Rabi frequency ; see
Supplemental Material [21]. A strong modification of the
Lande´ g factor occurs in the regime where BB @!rf .
For dressing by a large number of rf photons, a perturbative
quantum analysis predicts a dressed Lande´ g factor depen-
dent on the zeroth-order Bessel function of the first
kind gdj ðxjÞ ¼ gjJ0ðxjÞ, with xj ¼ j=!rf , j ¼ gj=gS
(j ¼ P, S) [22]. That dependence was verified in experi-
ments on atoms [17,18,23], neutrons [24], and a chromium
Bose-Einstein condensate [25]. It is valid for whatever spin
value and equally spaced Zeeman levels [26]. When
BB  @!rf , the g
d
j expression includes an additional B
dependence given by [26,27]
gdj ¼ gj

J0ðxjÞ 

gjBB
@!rf

2
SðxjÞ

; (2)
SðxÞ being a product of Bessel functions. However, for
the first two crossing nodes of the rf dressed Zeeman
energies of Fig. 1(b), the following approximated analyti-
cal SðxÞ expression given by Ref. [28] provides the
required accuracy:
SðxÞ¼
16
2025x4
½ðxÞJ2ðxÞþðxÞJ4ðxÞðxÞJ6ðxÞ; (3)
where functions are ðxÞ ¼ 75ð5x2  x4=4Þ, ðxÞ¼
6ð40874x223x4=16Þ, and ðxÞ¼145ð3x2x4=2Þ=49.
When the dressed Lande´ g factor of Eq. (2) is substituted
into the energies of Eq. (1), the rf dressed energies contain
both B2 and B3 nonlinear terms.
We derive the exact rf dressed Zeeman energies EdmF ðjÞ
from the Autler-Townes continued fraction
EdmF ðjÞ ¼ EmF ðjÞ þmF@

2
gj
gS
 LðjÞ: (4)
The function L, representing the m ¼ 1=2 dressed energy,
normalized to the Rabi frequency [22], for a spin-1=2
system having !21 energy splitting and rf dressed by a
!rf field with Rabi frequency , is given by [29]
L ¼
1
Lþ 4!21

ð1 !rf
!21
Þ  1
L8
!21

!rf
!21
 1Lþ
þ
1
Lþ 4!21

ð1þ !rf
!21
Þ  1
Lþ8
!21

!rf
!21
 1Lþ
: (5)
The dressed nuclear Lande´ g factor is obtained by deriving
the dressed energies with respect to B. Evaluation of
dressed energies is done by retaining only a sufficient
number of the quotients in each continued fraction needed
to reach the desired accuracy. In practice, nine quotients
are necessary.
The dressing field strongly modifies the Zeeman ener-
gies for each mF clock state as shown in Fig. 1(b) for a
FIG. 1 (color online). (a) Bare Zeeman energy splitting EmF
of the 87Sr j1S0;mF ¼ 9=2i and j
3P0;mF ¼ 9=2i clock
states versus magnetic field B. (b) Dressed Zeeman energies
EdmF (
3P0,
3S0) versus x ¼ =!rf at !=2 ¼ 2 kHz and
B ¼ 25 T. The crossing nodes with a zero first-order
Zeeman shift determine the magic rf values.
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given static field B. The energies follow mainly the zero-
order Bessel function dependence. The different 1S0 and
3P0 sensitivity to the dressing created by g produces
several crossings between the clock energies at particular
=!rf ratios. The dressed Zeeman clock shift
Ed
mF!m
0
F
¼ Ed
m0F
ð3P0Þ  E
d
mF
ð1S0Þ (6)
is exactly compensated for by specific rf dressing parameters,
for instance, in Fig. 2(a) at the x ¼ =!rf  0:96;
3:11; 5:44; . . . for a  transition. The !rf and compensat-
ing values are determined by imposing the clock transition to
be immune from the Zeeman shift, i.e., equal dressed mag-
netic energies.
A more ambitious target is to derive the magic fields
where the pure-Zeeman differential shift is zero and also
independent of the field value. That applies to the dressed
Zeeman clock shift plotted in Fig. 2(a) with oscillations in
the B dependence. At !rf=2 ¼ 2 kHz and =!rf ¼
0:963874 we have a magic magnetic field value Bm 
2:1 T which exactly cancels the full Zeeman shift for
the mF ¼ 9=2,  transition, experiencing in addition a
reduced ðB BmÞ
2 sensitivity for the Zeeman energies.
A reduction by 1 order of magnitude for that second-order
sensitivity is obtained by operating close to the higher-
order crossing nodes of Fig. 1(b), the first two also shown
in Fig. 2(a) and corresponding to alternating mF ¼ 9=2
and mF ¼ 9=2 Zeeman sublevels. Figure 2(b) shows that,
by changing the x parameter, a perfect cancelation of the
ðB BmÞ
2 magnetic sensitivity is reached, at the expense
of a clock constant bias.
The magic (Bm, xm) values where the Zeeman shift
and the first-order sensitivity to weak field variations are
simultaneously canceled are derived by imposing
EdmF!mF0 ðxÞ ¼ 0;
@EdmF!mF0
@B

x
¼ 0: (7)
The continued fraction solution of Eqs. (4) and (5) deter-
mines the magic values associated to the above conditions.
Figure 3 reports the graphical approach applied to derive
these magic Bm values. Notice that a suppression cannot
be realized simultaneously for more than one mF spin-
dependent transition, because the B square dependence of
Eq. (2) imposes for each optical transition a matched
dressed g-factor compensation.
FIG. 2 (color online). 87Sr dressed Zeeman shifts of the 
clock transition (mF ¼ 9=2 or mF ¼ 9=2) versus B for
!rf=2 ¼ 2 kHz and the =!rf values at, or around, the cross-
ing nodes in Fig. 1. The curvature around the B values of the shift
minima is the dressed second-order Zeeman shift. For the
(b) open red data, the x is modified by one part in 106 from
the crossing value to a value where the second-order Zeeman
shift is annulled, in the presence of constant Zeeman bias. Open
and closed dots are based on Eqs. (4) and (5), respectively. Lines
based on Eqs. (2) and (3) are approximated solutions providing a
good description around the first two crossing nodes only.
10 Hz corresponds to a 2 1020 clock fractional shift.
FIG. 3 (color online). (B, x) branches, derived from Eq. (7),
defining a zero clock Zeeman shift Ed ¼ 0 (thick solid red
line) and a zero derivative @Ed=@B ¼ 0 (dashed blue line) for
the alternating mF ¼ 9=2 and mF ¼ 9=2  clock transitions in
87Sr. Their intersections determine the (Bm, xm) magic values
also denoted by the solid dots from a numerical evaluation of
Eqs. (4) and (5). The thin solid black line dependence reports the
BðxÞ of Eq. (8), but magic Bm values occur only at magic xm
parameters. All curves are for !rf=2 ¼ 2 kHz.
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As a good approximation, calculating the dressed ener-
gies through the effective Lande´ g factor of Eq. (2) we get
the following expression of the magic Bm field as a func-
tion of the !rf and xm parameters:
Bmð!rf ; xmÞ ¼
@
3!2rf
ð2Þ
B =ð2
3
BÞ
mF0g
3
PS

gP
gS
xm

mFg
3
SSðxmÞ
: (8)
Table I reports at fixed !rf few magic pairs (xm, Bm), at
increasing Bm values, for the  polarization atomic clock
of the fermionic species of present interest. The !rf=2 ¼
2 kHz choice, producing a consistent table for all the
fermionic atoms, leads to very small magic field values
for the mercury atom. Higher values, more easily manage-
able in the laboratory, are simply obtained by increasing
the rf frequency and applying the Eq. (8) scaling. The
accuracy of the dressed energy and the magic pairs
strongly depends on the atomic parameters as tested by a
numerical evaluation of the continued fraction. A complete
‘‘full-scale’’ calculation as reported in Refs. [4,30] would
be required for accurate magic numerical values including
all the digits recommended for a correct evaluation. To
highlight the resolution which should be targeted for can-
celing the Zeeman shifts below the 1019 level, we have
used a six-digit resolution for figures when necessary.
The magic field values are calculated at a fixed =!rf
value that implies a very large precision in the setting of the
 and !rf parameters. For a practical application, the
stability of those quantities becomes an important issue.
While a very high stability of the rf frequency is not a
problem, the  accuracy could be an issue. We have
explored the  stability required in the operation of an
optical clock, and the results are reported in Fig. 4.
A change in , or precisely a change in x by one part in
ten thousand, corresponds to a fractional shift of the optical
clock at the 1017 level. In order to reach the ultimate limit
of the alkali-earth optical clocks [1], because only the x
ratio of the rf quantities is important for the rf engineering,
the  variations may be compensated for by acting on the
rf frequency. Thus, a feedback on the rf frequency should
reach the required ratio stability, in order to reach a 1020
TABLE I. Magic (xm, Bm) pairs for  and 
 87Sr, 171Yb, and 199Hg optical clock transitions
based on Eqs. (4) and (5), at fixed !rf=2 ¼ 2 kHz. The xm ¼ m=!rf values are reported here
with the experimental accuracy of the Lande´ factor, but a fractional shift below 1019 requires a
six-digit resolution.
87Sr
mF ! mF0 
9
2
!  9
2
þ 9
2
! þ 9
2
 9
2
!  9
2
þ 9
2
! þ 9
2
xm 0.9639 3.111 5.444 7.777
Bm (T) 2.1 5.1 9.0 20.0
171Yb
mF ! mF0 þ
1
2
! þ 1
2
 1
2
!  1
2
þ 1
2
! þ 1
2
 1
2
!  1
2
xm 0.9776 3.157 5.527 7.906
Bm (T) 0.08 0.12 0.33 0.68
mF ! mF0 
1
2
! þ 1
2
þ 1
2
!  1
2
 1
2
! þ 1
2
þ 1
2
!  1
2
xm 1.826 4.107 5.543 6.954
Bm (T) 0.11 0.59 0.88 0.82
199Hg
mF ! mF0 þ
1
2
! þ 1
2
 1
2
!  1
2
þ 1
2
! þ 1
2
 1
2
!  1
2
xm 0.9115 2.931 5.117 7.221
Bm (T) 0.02 0.05 0.11 0.34
mF ! mF0 
1
2
! þ 1
2
þ 1
2
!  1
2
 1
2
! þ 1
2
þ 1
2
!  1
2
xm 1.674 3.599 4.566 6.388
Bm (T) 0.04 0.19 0.17 0.16
FIG. 4 (color online). Fractional clock shift, measured in
1020 relative units, for the 87Sr mF ¼ 9=2  transition, for
a rf amplitude fluctuation by 0.01% (left scale) and for correlated
variations of the same amount applied to both amplitude and rf
frequency (right scale). Operating point xrf ¼ 0:96 . . . and
!rf=2 ¼ 2 kHz, leading to the magic B ¼ 2:1 T value.
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level in Fig. 4. In practice, the rf stability could be matched
to the actual accuracy of the optical clock. For large !rf
excursions, the efficiency of this compensation is limited
by the !2rf dependence in the Bm numerator of Eq. (8).
We have verified that the shift produced by virtual
transitions induced by the rf field between the 3P fine
structure levels is negligible compared to the finally aimed
clock accuracy. The presence of vectorial ac shift contri-
bution to the atomic energies introduces an additional shift
of the clock levels. When the ac shift is comparable to the
Zeeman shift, the key features of the rf dressing, crossing
nodes, compensations of the clock shift, and magic values,
are obtained also for this case, with magic (xm, Bm) pairs
depending on the specific ac shift. Schemes for the rf
compensation of the ac tensorial part appearing in the
87Sr optical clock only should be investigated.
The combination of well-engineered optical-trapping
potential and of rf quantum engineering represents an
important tool in the investigation of alkali-earth clock
systematics. We have verified our scheme feasibility within
the operation regime of the present optical clocks. The
averaging over the Zeeman components of the optical
clock transition is directly performed by the rf dressing
of the atomic system. For an implementation within an
optical lattice where magnetic fields are created syntheti-
cally [15], the dressing magnetic field may be originated by
the rf modulation of the lattice depth, at least for frequen-
cies low enough for an atomic adiabatic following.
The synthetic rf controlled magnetism may be applied to
other atomic or molecular and solid-state physics configu-
rations. Besides compensating the residual Zeeman con-
tribution to a superstable optical clock based on a nuclear
transition [31], the rf engineering may be applied to design
an artificial quantum transition with specific Zeeman prop-
erties, as a two-level superconducting system driven by an
oscillatory field [32], and to the control of spin coherent
dynamics and transport in semiconductor systems [33,34].
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Magic radio-frequency dressing of nuclear spins in high-accuracy optical clocks:
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The magic values for Bm and Ωm rely on the precise determination of the atomic parameters for the optical clock
transition under investigation. In order to derive the values reported within the text of the present work, we have
discovered that the published information on the required atomic parameters is some time confusing. The main
target of this Supplemental Material is to make clear some notations, and to list the numerical values of the Zeeman
parameters used in the calculation in order to provide a correct comparison between the dressing of the different
optical clocks. In addition we precise our definition of the rf parameters in order to derive the precise value of the rf
amplitude to be applied in the optical clock experiments.
We define the Rabi angular frequency Ωj as:
Ωj =
gjµBBrf
~
, (1)
where Brf is the amplitude of the oscillating rf field, gj the Lande´ factor of the j = (S, P ) level, µB the Bohr
magneton. This angular frequency is equivalent to the Larmor frequency ω1 defined in [1] and associated to the
classical rf field amplitude. Our definition is four times larger than the frequency b introduced in [2, 3]. This explains
why the coefficients of the function S(x) of Eq. (3) in the main text are different of those of [3].
The linear nuclear spin dependent Zeeman shift on 3P0 and
1S0 states depend on the Lande´ factors gS and gP ,
see Eq. (1) of the main text. Their values used in the numerical calculations are listed in Table I. For the alkaline-
earth-metal atoms, 87Sr and 171Yb, gS is calculated from the value of the shielded nuclear magnetic moment [4]. The
gP values, gP = gS + δg, are obtained from the experimental values of δg, for
87Sr in [5] and for 171Yb in [6] . The
coefficient ∆ν2B of the quadratic term was experimentaly measured for
87Sr in [7]. That term has been measured
on the fermion171Yb [6], but we use the more precise boson 174Yb value of [8], since the quadratic Zeeman shifts
of both isotopes should be identical, as measured for the boson [9] and fermion [7] Sr isotopes. For 199Hg the gS
factor is calculated from the value of the shielded nuclear moment [10, 11], gP was measured in [12], ∆ν
2
B is given
in [13]. A recent publication [14] gives experimental values in disagreement with these ones, but authors report that a
factor 2 is probably missing (private communication). The precision of the atomic parameters is essential for a precise
determination of the optical clock magic values while an experimental study of those values will lead to their better
precision.
TABLE I: Atomic parameters of 1S0 and
3P0 fermionic states used in the main text
Atom 87Sr 171Yb 199Hg
I 9/2 1/2 1/2
gSµB/h (Hz/µT ) 1.844 [4] -7.439 [4] -7.590 [10]
δgµB/h (Hz/µT) 1.084(4) [5] -4.20[6] -5.712
gPµB/h (Hz/µT) 2.928(4) -11.64 -13.30 [12]
gP /gS ratio 1.59 1.56 1.75
∆
(2)
B /h (Hz/mT
2) -23.5(2) [7] -6.1(1) [8] -2.44 [13]
∗ E-mail address: thomas.zanon@upmc.fr
2Note that the numerical values of Table I of the main text critically depend on the numerical values used for gS and
gP (not δg only), and for ∆
(2)
B . The comparison between the strontium, ytterbium and mercury parameters evidences
that the ratio of the nuclear magnetons between excited and ground states is similar for the three species. Instead
a large difference is associated to the second order Zeeman shift, being larger in strontium by a factor between four
and ten. Such difference leads to the magic magnetic field values reported in the Table I of the main text at fixed ωrf
very low for ytterbium and mercury. For an implementation of the dressing of those atoms, it may be convenient to
increase ωrf and bring the magnetic fields in a range where a better control is reached.
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Radio-frequency quantum engineering of spins is based on the dressing by a nonresonant electromagnetic field.
Radio-frequency dressing occurs also for the motion of particles, electrons, or ultracold atoms, within a periodic
spatial potential. The dressing, producing a renormalization and also a freeze of the system energy, is described by
different approaches: dressed atom, magnetic resonance semiclassical treatment, and continued-fraction solution
of the Schro¨dinger equation. A comparison between these solutions points out that the semiclassical treatment,
to be denoted as the S solution, represents the most convenient tool to evaluate the tunneling renormalization of
ultracold atoms.
DOI: 10.1103/PhysRevA.87.023424 PACS number(s): 37.10.Jk, 32.80.Qk, 31.15.xg
I. INTRODUCTION
The analysis of a system with few degrees of freedom, an
electron or an atom, interacting with a large system, photons
or phonons, relies often on a renormalization approach, where
the parameters of the initial system are modified by the
interaction. Examples of this approach are the effective mass
for the electron motion in a semiconductor, or the exten-
sive renormalization in quantum electrodynamics. Another
example is the dressed atom introduced by Cohen-Tannoudji
in order to describe the modification of a two-level atomic
magnetic response by an applied radio-frequency (rf) field in
the absence of decoherence processes [1]. For a nonresonant
rf driving at a high frequency Cohen-Tannoudji and Haroche
[2] derived a renormalization of the atomic level splitting
dependent on the amplitude of the rf field and described by
a zeroth-order ordinary Bessel function. That modification
producing a magnetic “freezing” of the two-level response
(i.e., a nonmagnetic system) was examined for atoms in [3–6],
for a Bose-Einstein condensate of chromium in [7], for an
artificial atom in [8], and recently proposed for improving the
precision of optical clocks [9].
The same renormalization and freezing of the system prop-
erties under the application of a time-dependent modulation
was applied to a variety of processes, all characterized by
weak decoherence processes. We mention here the dynamical
localization describing the renormalized motion of a charged
particle within a periodic potential under a time-modulated
force [10] and the coherent destruction of tunneling for a
double-well potential with a periodic driving, with a complete
localization of a wave packet in one well for specific values of
the driving force [11]. For the motion of ultracold degenerated
atomic gases within a shaken optical lattice, the tunneling
atomic evolution is renormalized under the application of
a time-modulated force, as proposed in [11–16] and tested
experimentally in [17–22] within the framework of quantum
simulation of solid-state physics. The renormalization of an
*thomas.zanon@upmc.fr
optical lattice potential acting on cold atoms in a regime of
classical diffusion and transport was investigated in [23].
The target of the present work is to characterize the
renormalization and freezing for a wide parameter range.
The starting point is the continued-fraction solution for the
two-level atomic magnetic response to an applied rf field,
as typical of the nuclear magnetic resonance for a one-half
spin. The regime of strong perturbation was investigated
by several authors [24–28], in the presence or absence
of decoherence. Their solution was expressed in terms of
infinite continued fractions. The present work investigates
the renormalization process through the continued-fraction
approach. That treatment allows us to explore numerically the
shaken-lattice renormalization for all parameter ranges, and in
particular for explored experimental conditions. The numerical
complexity of the continued-fraction solution, and its slow
convergence in the regime of experimental interest, brought
us to consider carefully the corrections to the zero-order
Bessel function derived for the dressed-atom problem mainly
through a semiclassical treatment [29–32], and later recovered
through renormalization group techniques [33]. On the basis
of the analogy between the renormalization of the magnetic
resonance energy and of the atomic tunneling in optical lattice,
we focus our analysis on the high-frequency regime realized
for a rf modulation at a very large frequency. Then we explore
the corrections when this limiting condition is not precisely
satisfied. The low-frequency regime covered by the treatments
of Refs. [10,14,16,34] is not examined here.
Section II presents different systems where the renormaliza-
tion of the interaction strength has been investigated: magnetic
resonance, motion in a periodic potential, and tunnel coupling
in a periodic potential. This section reports also the standard
result of the renormalization process given by the zero-order
Bessel function, valid under appropriate operating conditions.
Section III reports the solution for the temporal evolution of
the wave function in the magnetic resonance case. Section IV
derives the renormalization through the continued-fraction
approach, valid for all operating conditions, and also through
a semiclassical treatment refining the Bessel-function result.
Section V reports numerical results determining the limiting
validity of the usual zero-order Bessel correction, and derives
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the renormalization for a large set of parameters. A conclusion
completes our work.
II. DRESSED SYSTEMS
A. Magnetic resonance
(a) Semiclassical approach. For a spin-1/2 system interact-
ing with a static magnetic field along the z axis and driven
by an oscillating rf field along the x axis, the semiclassical
Hamiltonian Hsc is
Hsc =
h¯ω0
2
σz +
h¯
2
cos(ωt)σx, (1)
where σx,z are the Pauli matrices, h¯ω0 the energy splitting
between the magnetic levels, and  the Rabi frequency
proportional to the rf field amplitude.
By writing the atomic wave function |ψ〉 written as a
superposition of the |±〉 atomic eigenfunctions
|ψ(t)〉 =
∑
m=±
Cm(t)|m〉, (2)
the Schro¨dinger equation leads to the following temporal
evolution for the Cm coefficients:
i ˙C+ =
ω0
2
C+ +

2
cos (ωt)C−,
i ˙C− = −
ω0
2
C− +

2
cos (ωt)C+. (3)
In the ω0 → 0 limit, and for C+(t = 0) = 1 as initial
condition, these equations have solution
|ψ(t)〉 = cos
[

2ω
sin (ωt)
]
|+〉 − i sin
[

2ω
sin (ωt)
]
|−〉.
(4)
As in [7,27] the result of calculating the σz time-averaged
mean value over |ψ〉 may be expressed through the following
renormalized eigenvalues of the Hsc Hamiltonian:
Eren± = ±
h¯ω0
2
J0
(

ω
)
. (5)
The introduction of a renormalization coefficient R defined by
the ratio between renormalized and original eigenvalues leads
to
R = E
ren
±
± 12h¯ω0
= J0
(

ω
)
, (6)
depending on the zero-order ordinary Bessel functionJ0. Thus
the applied sinusoidal magnetic interaction renormalizes the
atomic coupling to the static magnetic field, with a reduction
by the factor J0(ω ). The effective magnetic energy is frozen
whenever /ω is a zero root of the J0 Bessel function, as
observed in the experiments of Refs. [3–5,7]. The magnetic
resonance renormalization was explored by Ref. [6] in the
ω < ω0 low-frequency regime, where the present approach is
not valid.
(b) Quantized approach. Introducing a quantum description
of the rf field, with operator a† and a for the creation and
annihilation of one radio-frequency photon, the dressed-atom
Hamiltonian Hda of the above configuration is [35]
Hda = h¯ωa†a +
h¯√
2n¯
(a + a†)σx + h¯ω02 σz, (7)
where n¯ represents the mean number of photons applied to the
atoms.
For the high-frequency case ω ≫ ω0 the last term in Hda
may be neglected and its eigenstates easily determined. Then
a perturbation treatment for the σz term of that Hamiltonian
leads to Eq. (5) for describing the interaction with the static
field [35]. The previous renormalization result is obtained also
through this approach.
Notice that the dressed-atom approach, and also the
semiclassical approach of [32], demonstrated that the J0
renormalization is valid for whatever spin value and equally
spaced Zeeman levels.
B. Dynamic localization
Dynamic localization was introduced by Dunlap and
Kenkre [10] for the motion of an electron on a discrete one-
dimensional periodic lattice with spacing dL in the presence
of an oscillating force. It is based on exact calculations
for the particle motion. A single-particle basis useful for
describing the electron tunneling among the discrete lattice
sites is provided by the j th Wannier function centered on the
j lattice site of the periodic potential [36]. In a given energy
band the Hamiltonian for free motion on the periodic lattice
is determined by tunneling matrix elements, which in general
connect arbitrarily spaced lattice sites. However, because the
hopping amplitude decreases rapidly with the distance, the
tunneling Hamiltonian may be well approximated by including
only the h¯J tunneling energy hopping between neighboring
lattice sites. Under this hypothesis, the Hamiltonian for the
electron on the linear lattice with an applied periodic force
F cos(ωt) is [10,37]
Hdl = h¯J
∑
m
(|j 〉〈j + 1| + |j + 1〉〈j |)
+ h¯K cos (ωt)
∑
j
j |j 〉〈j |. (8)
Here h¯K = FdL is the time-modulated energy difference
between neighboring lattice sites. Dynamic localization entails
a suppression of the particle transport with the particle position
oscillating in time and returning periodically to its original
value. It is associated with particle motion on an infinite lattice
and does not impose conditions on the frequency driving. Our
focus based on the analogy with magnetic resonance is on
the high-frequency driving and on a lattice with a site finite
number.
For the case of two lattice sites (j = −1/2,1/2), introduc-
ing the Pauli operators as σz = |1/2〉〈1/2| − | − 1/2〉〈−1/2|
and so on, the above Hamiltonian becomes [38]
Hdl = h¯Jσx +
h¯
2
cos (ωt) σz, (9)
where we have introduced  = K in order to emphasize the
equivalence of this Hamiltonian with that of Eq. (1) apart from
a change of the quantization axes and the J ≡ ω0/2 parameter
correspondence. Therefore the dressed-atom renormalization
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TABLE I. Values of the shaken-lattice experimental parameters,
J equivalent to ω0/2, ω,  = K/h¯, measured in units of the recoil
frequency ωrec/2π of the investigated atom. The last column reports
the ω0/ω ratio.
Ref. J ≡ ω0/2 ω  ω0/ω
[17] 0.02–0.08 0.15–0.9 0–6 0.04–1.0
[18] 0.19 0.8–4 0–1.2 0.09–0.47
[19] 0.004 1.9 0–3 0.004
[20] 0.002 0.9 0–5 0.004
[22] 0.02 0.9 0–9 0.04
applies also to this system, leading to a renormalized tunneling
rate,
Jeff = RJ. (10)
Once again the system response is frozen whenever /ω =
K/(h¯ω) is a root of the J0 Bessel function. The applied
sinusoidal force produces a dynamic localization of the
particle.
For a spin larger than one-half and more than two lattice
sites, the Hamiltonian assumes a form equivalent to that of
Eq. (9), except for the angular momentum. Thus the magnetic
resonance analogy confirms theR renormalization also for an
arbitrary number of lattice sites.
C. Shaken optical lattice
In a 1D optical lattice ultracold atoms are confined within
the potential minima created by a single laser standing wave
with dL spacing [39,40]. The Hamiltonian for atomic motion
on the periodic lattice is determined by tunneling matrix
typically including only the J hopping between neighboring
lattice sites.
A periodic force F cos(ωt) (to be referred as lattice shake)
drives the atoms inside the optical lattice. Using the j th
Wannier function centered on the j lattice site, the Hamiltonian
of Eq. (8) describes also the motion of the ultracold atoms
within the optical lattice, withK =  again the shaking energy
difference between neighboring sites of the linear chain. There-
fore the dynamic localization and the renormalization of the
previous subsection applies also to the ultracold-atom shaken
lattices [11–16], as tested in several experiments [17–22].
The parameters of the Hamiltonian of Eq. (9) investigated
in those experiments are reported in Table I. Notice that most
experiments investigated the high-frequency regime, but large
deviations from that regime also occurred. Reference [41]
pointed out the difficulties in the precise measurement of the
tunneling freeze from the ultracold-atom images.
III. CONTINUED-FRACTION APPROACH
If a single-particle Hamiltonian is periodic in time, with
period T , then the Floquet’s theorem [42] states the existence
of a set of distinguished solutions |ψn(t)〉 to the time-dependent
Schro¨dinger equation. These Floquet states, analogous to the
usual energy eigenstates of time-independent Hamiltonian
operators [21,25,43], have the form
|ψn(t)〉 = |un(t)〉 exp(−iεnt/h¯), (11)
with time periodic functions |un(t)〉 = |un(t + T )〉. The quan-
tum number n specifies the state. The quantities εn are denoted
quasienergies. By inserting Eq. (11) into the Schro¨dinger
equation governed by the Hsc Hamiltonian, we deduce(
Hsc − ih¯
∂
∂t
)
|un(t)〉 = εn|un(t)〉, (12)
to be regarded as an eigenvalue equation for the Floquet
quasienergies. The set of Floquet functions is complete in
the Hilbert space on which acts the Hamiltonian. Hence,
any solution |ψ(t)〉 to the Schro¨dinger equation admits an
expansion in the |un(t)〉 basis.
If |un(t)〉 be a solution to the eigenvalue Eq. (12) with
quasienergy εn, then |un(t)〉eimωt also is a T -periodic solution,
with quasienergy εn +mh¯ω m being an arbitrary integer,
whereω = 2π/T . Therefore the quasienergy of a Floquet state
is determined only up to an integer multiple of the h¯ω photon
energy. In accordance with the solid-state physics terminology,
the quasienergy spectrum is said to consist of an infinite set
of identical Brillouin zones of width h¯ω, covering the entire
energy axis, each state placing one of its quasienergies in each
zone.
The quasienergies may be determined by diagonalization
of the Hamiltonian expressed in the Fourier space, as in [25],
or equivalently diagonalizing the dressed-atom Hamiltonian
as in [35]. We will make use of the continued-fraction solution
of Refs. [24,27]. We apply the Fourier expansion to the C±
coefficients of Eq. (2)
C−(t) = eiλt
n=+∞∑
n=−∞
Ane
−inωt , C+(t) = eiλt
n=+∞∑
n=−∞
Bne
−inωt .
(13)
Substituting these expansions into Eq. (3) and equating the
same order Fourier components, one obtains
(
λ− ω0
2
− nω
)
An = −

4
Bn−1 −

4
Bn+1, (14a)
(
λ+ ω0
2
− nω
)
Bn = −

4
An−1 −

4
An+1. (14b)
These equations can be separated into a first set with all even
A’s and odd B’s being zero,(
˜λ+ −
4ω0

− l 4ω

)
Al = −Bl−1 − Bl+1, (15a)
(
˜λ+ − k
4ω

)
Bk = −Ak−1 − Ak+1, (15b)
and into a second one with all odd A’s and even B’s being
zero, (
˜λ− − k
4ω

)
Ak = −Bk−1 − Bk+1, (16a)
(
˜λ− +
4ω0

− l 4ω

)
Bl = −Al−1 − Al+1. (16b)
Here we have k even, l odd, and we introduce
˜λ+ =
4

(
λ+ ω0
2
)
,
˜λ− =
4

(
λ− ω0
2
)
. (17)
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Equations (15) and (16) are independent and a complete
solution is obtained by adding the solutions of these equations.
Equation (16) may be rewritten as
xj = −
xj−1 + xj+1
Dj
(18)
by imposing xj ≡ Aj for even j , xj ≡ Bj for odd j , with
Dj ≡ ˜λ− + 4ω0/− j4ω/ for odd j, (19a)
Dj ≡ ˜λ− − j4ω/ for even j. (19b)
The recurrence Eq. (18) has a continued-fraction solution [27,
44], with expression for j > 0
xj
xj−1
= − 1
Dj − 1Dj+1− 1
Dj+2− 1...
(20)
and similar expression for a negative j . By replacing x1 and
x−1 into Eq. (18) for j = 0, we obtain the continued-fraction
solutions for ˜λ+ and ˜λ−, with
˜λ− =
1
˜λ− + 4ω0
(
1− ω
ω0
)− 1
˜λ−− 8ω − 1
˜λ−+
4ω0

(
1−3 4ω

)
− 1...
+ 1
˜λ− + 4ω0
(
1+ ω
ω0
)− 1
˜λ−+ 8ω − 1
˜λ−+
4ω0

(
1+3 4ω

)
− 1...
(21)
and
˜λ+ = −˜λ−. (22)
All Floquet quasienergies are given by
ε±,n = −h¯λ = h¯
(
±ω0
2
− 
4
˜λ±
)
+ nh¯ω. (23)
The continued-fraction solution allows us to determine numer-
ically the Floquet quasienergies with the required accuracy.
Figure 1 reports the quasienergies within one Brillouin zone
vs ω0 for different values of the /ω parameter. Those energy
diagrams may be applied to analyze either magnetic resonance
or dynamical localization or shaken optical lattices. The zero
crossing of the energy represents magic values where the
effective magnetic energy or quantum tunneling are frozen
at values different from ω0 = J = 0.
IV. RENORMALIZATION VS ω0 VALUE
The energy renormalization, to be investigated on the basis
of different theoretical approaches, will be concentrated on
the magnetic resonance case, but the analysis of Sec. II has
demonstrated that the substitution J = ω0/2 allows us to apply
our results also to the shaken optical lattices.
(a) J0 solution. The two-level energy splitting at ω ≫ ω0
derived in Eq. (5) by the magnetic resonance treatment leads
to the R renormalization given by J0 Bessel function of
Eq. (6). The J0 renormalization approximation corresponds
to the following quasienergies:
ε±,n
h¯
= ±ω0
2
J0
(

ω
)
+ nω. (24)
FIG. 1. (Color online) Central Brillouin zone of the quasienergy
ε+,0 vs ω0, both measured in ω units, for different values of /ω,
between 0 and 5. The quasienergy ε−,0 is the opposite of ε+,0.
Quasienergies calculated by truncating the continued fraction to seven
terms. Freezing occurs when the quasienergy is equal to zero at values
different fromω0 = 0. For/ω = 2.4 close to theJ0 Bessel function
first zero, owing to the quasienergy flatness at ω0 ≈ 0 a nearly perfect
freezing is reached in a large range of low ω0 values.
This solution predicts a freezing for whatever ω0 at the /ω
values corresponding to the zeros of the J0 Bessel function,
but its validity is limited to ω0 ≈ 0.
(b) S-corrected solution. On the basis of a magnetic
resonance semiclassical treatment, Refs. [30,32] derived an
ω0-dependent correction to the J0 renormalization. That
correction leads to the following quasienergies and renormal-
ization:
ε±,n
h¯
= ±ω0
2
[
J0
(

ω
)
−
(
ω0
ω
)2
S
(

ω
)]
+ nω, (25)
R = J0
(

ω
)
−
(ω0
ω
)2
S
(

ω
)
. (26)
Here S(x) is a product of Jn ordinary Bessel functions well
approximated by the following expression [31]:
S(x) = 16
2025x4 [α(x)J2(x)+ β(x)J4(x)− γ (x)J6(x)] ,
(27)
where α(x) = 75(5− x2/4)x2, β(x) = 6(408− 74x2
− 23x4/16), and γ (x) = 145x2 (3− x2/2) /49. Within the
following section this solution will be used for calculations
around the first and second zeros of the zeroth order Bessel
function, and the validity limits for the ω0/ω application
range will be discussed there.
(c) Continued fraction. A general approach to derive
the R renormalization coefficient is based on the Floquet
quasienergies derived in the previous section, leading to
R = ε+,0
h¯ω0/2
. (28)
This equation allows a numerical determination of R without
restricting to the low ω0 values where the J0 approximation
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FIG. 2. (Color online) On the topR vs/ω calculated atω0/ω =
0.1 on the basis of different approximations: (a) from the continued
fraction containing terms up to 9 terms, theJ0 solution of Eq. (5), and
the S-corrected one of Eq. (26); (b), (c), (d) and (e) from the continued
fraction limited to seven, four, three, and one terms, respectively. On
the bottom quasienergies ε+,0 (continuous lines) and ε−,0 (dashed
lines) vs ω0 at /ω = 2.405. Thicker blue lines calculated on the
basis of the four terms continued fraction; thinner red lines on the
S-corrected solution. The central black horizontal dot-dashed line
based on Eq. (24). Diagonal lines for the ω0 → 0 quasienergies.
(without or with the S function) is valid. The quasienergy
can be derived either from the continued-fraction solution of
Eq. (20), truncated to a finite number j of terms, or from a
diagonalization of the system of Eqs. (18) truncated to a finite
number of equations with 2j + 1 terms. The Hamiltonian
diagonalization approach was applied in Ref. [6] for the
renormalization calculations in both the low-frequency and
high-frequency regimes.
V. NUMERICAL RESULTS
TheR renormalization coefficient is a complex function of
the system parametersω0/ω and/ω, and the previous section
approaches may be used for numerical analyses at different
parameter values. Figure 2(a) reports the R results at ω0/ω =
0.6
0.4
0.2
0.0
-0.2
R
3.02.52.01.51.0
Ω/ω
(a)
-0.06
-0.04
-0.02
0.00
0.02
J e
ff
/ω
2.62.42.2
Ω/ω
(b)
FIG. 3. (Color online) In (a) renormalization coefficient R and
in (b) effective tunneling Jeff vs /ω ratio for different values of
J/ω. Continuous blue lines for J/ω = 0.02, dashed green lines for
J/ω = 0.2, and dotted red lines for J/ω = 0.4.
2J/ω = 0.1 vs /ω, obtained using Eq. (28) linking that
coefficient to the Floquet quasienergies. For the quasienergies
determined from the continued-fraction solution, and also from
the diagonalization of the system of Eqs. (18), the results of
Fig. 2(a) show a slow convergence at low ω0 values, as already
pointed out by Autler and Townes [24], the number of required
terms in the continued fraction depending on the /ω value.
In theω0,J → 0 limitR is well approximated by theJ0(/ω)
function, the S correction vanishing there.
For the quasienergies’ dependence on ω0 at /ω = 2.405,
Fig. 2(b) compares the continued-fraction solution to the J0
solution and the S-corrected one. The J0 solution leads to a
horizontal line close to the x axis because /ω corresponds
to the Bessel first zero, indicating that it approximates the
quasienergies only forω0 ≈ 0. On the contrary the S-corrected
solution approximates well the quasienergies for a large range
of parameters, at least for ω0/ω up to 0.5 corresponding to
J/ω up to 1.
For the shaken optical lattice experiments where the
condition ω0 = 2J ≪ ω is satisfied, as in most cases, the J0
solution is well appropriate for R. At larger J values, the
S function correction to J0 can be used for the full range
of the parameters explored so far in experiments. Figure 3
reports an S-correction-based analysis of the shaken-lattice
renormalization at increasing values of J/ω. For J/ω = 0.4
the correction to R shown in Fig. 3(a) is 10% smaller than
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5
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0
[Ω
/ω
] fre
ez
e
2.01.51.00.50.0
J/ω
 S-solution
 Continued fraction
FIG. 4. (Color online) [/ω]freeze values required to freeze the
tunneling coefficient (Jeff = 0) as a function of the J/ω unperturbed
tunneling coefficient. Continuous lines from the S-corrected expres-
sion and dots from the continued-fraction solution. Closed blue dots
for the first zero crossing of the eigenenergies and open blue ones for
the second zero crossing. The stars on the horizontal axis denote the
J/ω values explored in the shaken optical lattice experiments.
the J/ω ≈ 0 value, but becomes larger increasing J . Because
the most important quantity is the tunneling coefficient itself,
Fig. 3(b) shows the Jeff ≈ 0 dependence on /ω at increasing
values of J/ω. Notice that increasing J/ω the Jeff = 0 freezing
configuration is reached at an/ω value lower than the Bessel
first zero.
Figure 4 shows the [/ω]freeze values required to produce
a tunneling freeze for a given J/ω initial value. We plot the
values associated with the first and second zero crossing of the
eigenenergies, corresponding to the first and second zero of
the Bessel function within the J0 solution. A comparison
between the S-corrected solution and the continued-fraction
solution is presented, confirming that for most shaken-lattice
experiments performed so far, the S-corrected solution pro-
vides a simple and precise determination of the modified
tunneling parameter. For a larger range of parameters the
continued-fraction solution should be used. The data points at
/ω→ 0 correspond to the quasienergy crossings in absence
of rf drive and do not have a physical meaning. Notice that
freezing can be produced also applying ω values lower than J ,
a regime that was not yet examined in the experiments. It may
be noticed that the general dependence of the freezing value
of Fig. 4 is similar, although not identical to the Bloch-Siegert
shift dependence investigated in [1,2,24,25,27–32]. In fact
for an applied oscillating field, as in the present magnetic
resonance configuration, all the crossings and anticrossings
of the energy levels are shifted towards lower ω0 values by
increasing  [35]. The Bloch-Siegert shift of the magnetic
resonance is associated with the position of the energy
anticrossings, while the freezing point is associated with the
zero crossing of the eigenenergies.
VI. CONCLUSIONS
We have examined the energy renormalization of a two-
level system usually associated with the dressed-atom ap-
proach, but also derivable from a semiclassical analysis of
the magnetic resonance. The S solution derived in Ref. [9]
for the Zeeman freezing of optical clocks is here applied to
the optical lattice experiments. Within that framework the
standard zero-Bessel dependence on the amplitude of the
electromagnetic field amplitude, valid only at zero magnetic
field, was extended to derive a general dependence on the
magnetic field amplitude. That result is important for the main
target of the present work, to use the magnetic resonance
results in order to perform an accurate analysis of the
renormalization occurring for the atomic quantum tunneling
between the minima of an optical lattice in the shaken lattice
experiments. The magnetic resonance correction to the energy
renormalization allows us to derive a very general formula
for the tunneling renormalization in shaken optical lattices.
The conditions for the complete cancellation of the tunneling
rate are functions of the tunneling energy without shaking
and of the modulation frequency. The precise determination
of the tunneling under different driving conditions will lead to
a better control in the quantum simulation experiments based
on optical lattices.
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Chapitre 2
Spectroscopie laser a` 2 photons
par re´sonance noire
Publications associe´es :
1. ”Ultrahigh-resolution spectroscopy with atomic or molecular dark resonances : Exact
steady-state line shapes and asymptotic profiles in the adiabatic pulsed regime”,
Phys. Rev. A 84, 062502 (2011).
2. ”Cancelation of AC Stark-shifts in optical lattice clocks by use of pulsed Raman
and electromagnetically induced transparency techniques”, Phys. Rev. Lett. 97,
233001 (2006).
Lorsque la raie atomique ou mole´culaire est comple`tement interdite car les re`gles de
se´lection s’y opposent (parite´, conservation du moment cine´tique, etc...), il n’y a plus de
moment dipolaire e´lectrique et on ne peut pas interroger directement la transition d’hor-
loge. Il faut alors recourir a` d’autres me´thodes spectroscopiques pour activer la re´sonance.
Le chapitre I pre´sentait mon activite´ de recherche qui portait sur l’e´tude the´orique et
la caracte´risation expe´rimentale de la transition d’horloge fermionique du 87Sr. La the´orie
du couplage interme´diaire d’un alcalino-terreux permet d’obtenir une estimation de la
dure´e de vie du niveau me´tastable 3P0 du strontium de l’ordre de 160 s, c’est a` dire une
largeur de re´sonance infe´rieure a` 10 mHz. Le facteur de qualite´ de la re´sonance atomique
est ainsi proche de 5 1017, ce qui fait du strontium un candidat de tre`s grande qualite´
me´trologique pour les nouveaux e´talons de fre´quence optique. En pratique cependant, le
facteur de qualite´ est de´termine´ par la largeur expe´rimentale de la transition qui est limite´e
par d’autres facteurs, comme la dure´e de vie des atomes dans le pie`ge dipolaire, ou encore
la largeur de raie du laser d’horloge qui interroge la transition. De nombreux efforts sont
entrepris aujourd’hui pour ame´liorer la stabilite´ relative de fre´quence de l’horloge au ni-
veau de quelques 10−16 sur la seconde [1] en ame´liorant par exemple la stabilite´ me´canique
et en re´duisant davantage les contraintes thermiques exerce´es par la pression de radiation
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laser sur les miroirs de la cavite´ Fabry-Perot ou en e´tudiant la stabilisation en fre´quence
d’un laser sur une re´sonance optique d’un ion inse´re´ dans une matrice cristalline refroidie
a` tre`s basse tempe´rature [2]. Paralle`lement a` tous ces de´veloppements techniques, il est
e´galement inte´ressant d’e´liminer autant que possible des effets qui peuvent de´grader la
stabilite´ ultime de l’horloge optique : L’absence du spin nucle´aire dans l’espe`ce bosonique
88Sr du strontium permet de s’affranchir naturellement d’un certain nombre de proble`mes
lie´s par exemple aux fluctuations de polarisation du laser re´alisant le pie`ge dipolaire et
offre la possibilite´ d’envisager des facteurs de qualite´ de re´sonance bien supe´rieurs a` 1018.
Dans ce contexte, ce chapitre pre´sente les outils que j’ai de´veloppe´s pendant plusieurs
anne´es afin de construire une nouvelle horloge optique capable d’interroger une transition
d’horloge comple`tement interdite a` un photon sur un ensemble d’atomes neutres de 88Sr
pie´ge´s dans un re´seau dipolaire. Cette horloge utilise le principe de la spectroscopie impul-
sionnelle par transparence induite e´lectromagne´tiquement a` deux photons avec le double
objectif d’activer artificiellement une transition atomique non autorise´e et d’e´liminer le
de´placement lumineux qui perturbe la fre´quence d’horloge.
Ce chapitre pre´sente e´galement mes travaux de recherche the´oriques et expe´rimentaux
en spectroscopie atomique a` 2 photons par re´sonance noire. Ils combinent a` la fois le
phe´nome`ne d’interfe´rences quantiques a` plusieurs champs lasers cohe´rents avec la tech-
nique de spectroscopie de Ramsey re´alise´e par des impulsions laser a` double re´sonance
optique et se´pare´es temporellement. Le chapitre est divise´ en plusieurs parties qui consti-
tuent un cadre structurant un programme complet de recherche et de de´veloppement d’une
future horloge optique de tre`s grande exactitude reposant sur :
1. La spectroscopie de Ramsey et son impact sur la re´solution des mesures
de fre´quences atomiques. En appliquant un formalisme matriciel pour de´crire
l’e´volution temporelle d’une fonction d’onde atomique de Schro¨dinger, on montre
que le de´phasage accumule´ pendant le vol libre de l’atome entre les deux impulsions
de Ramsey peut eˆtre comple`tement controˆle´ afin de re´duire fortement les fluctua-
tions d’amplitude du champ oscillant sur la qualite´ de la mesure de la fre´quence
atomique. La se´quence d’impulsions laser pilote´e par l’aire des impulsions, la phase
et la fre´quence des lasers permet de modifier le de´placement lumineux ou de ”renor-
maliser” la polarisabilite´ e´lectrique qui affecte les e´tats atomiques interagissant avec
un champ de photons optiques.
2. L’utilisation d’une interaction laser re´sonnante a` 2 photons de type E1M1
pour observer la transition d’horloge optique du strontium bosonique .
L’absence de spin nucle´aire nous oblige a` abandonner l’excitation directe pour ap-
pliquer un processus a` deux photons entre les e´tats atomiques 1S0 ↔1 P1 ↔3 P0.
La combinaison de la technique d’interrogation de Ramsey avec le phe´nome`ne de
pie´geage cohe´rent de population permet de re´aliser des mesures de tre`s haute exac-
titude en fre´quence en spectroscopie par franges de re´sonance noire. Mes travaux
ont permis d’e´tudier en de´tail le de´phasage acumule´ par la cohe´rence quantique Ra-
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man induite entre e´tats atomiques de l’horloge et de le manipuler pour produire
une re´sonance atomique qui n’est pas affecte´e par un de´placement de fre´quence pro-
voque´ par le laser d’interrogation. Ces travaux reposent sur le formalisme de la
matrice densite´ qui s’impose naturellement dans le cadre de la spectroscopie laser
sur des syste`mes atomiques a` 3 niveaux d’e´nergie. Je l’ai e´tendu aux transitions a` 2
photons de type Raman et a` la spectroscopie induite magne´tiquement en ajoutant
un couplage artificiel avec un autre e´tat radiativement instable.
3. La premie`re demonstration expe´rimentale d’un asservissement de fre´-
quence de faisceaux laser se´pare´s par 430 THz . En menant, au JILA, la
construction comple`te d’un montage expe´rimental combinant les me´thodes de l’op-
tique non-line´aire de synthe`se de fre´quence a` travers un cristal, j’ai re´alise´ la premie`re
de´monstration de stabilisation d’une diffe´rence de fre´quence optique a` 430 THz a`
l’aide d’un battement de fre´quence entre un laser infrarouge a` 1.3 µm, un laser bleu
a` 461 nm et un laser d’horloge a` 698 nm.
Tous ces travaux ont e´te´ suivis par la publication, dans la revue Physical Review Letter
en 2006, d’une nouvelle me´thode spectroscopique destine´e a` e´liminer les de´placements
lumineux associe´s aux transitions a` 2 photons puis d’un article de synthe`se sur le profil
exact de la re´sonance noire en re´gime continu et impulsionnel dans Physical Review A en
2011.
2.1 Probabilite´ de transition Ramsey et Hyper-Ramsey
N.F. Ramsey a propose´ en 1950 une me´thode d’interrogation des atomes reposant
sur une se´quence d’impulsions radiofre´quences se´pare´es spatialement [3] pour ame´liorer
la pre´cision des mesures des fre´quences atomiques de Bohr dans les expe´riences ou` l’on
irradiait des jets mole´culaires avec des hyperfre´quences [4]. Elle repose sur une double
excitation des atomes ou des mole´cules par un champ micro-onde. L’e´difice atomique
pre´sente dans ce domaine e´nerge´tique une dure´e de vie tre`s longue qui re´alise en pratique
le syste`me quantique ide´al pour l’interrogation de type Ramsey. Applique´e originellement
aux alcalins (133Cs, 87Rb) pour la re´alisation d’horloges atomiques de haute performance,
elle fuˆt ensuite ge´ne´ralise´e au domaine optique sur des atomes neutres comme le calcium,
le magne´sium ou sur des ions comme l’ytterbium, le mercure et l’indium.
2.1.1 Excitation de Rabi
En 1939, I. Rabi avait propose´ la me´thode d’une impulsion de dure´e variable applique´e
en re´sonance magne´tique des spins nucle´aires sur des jets thermiques mole´culaires pour
en mesurer les proprie´te´s atomiques fondamentales. Rabi e´tudiait les transitions dans le
domaine des radiofre´quences ou` la relaxation par e´mission spontane´e est pratiquement
inexistante [4]. Les mole´cules que l’on peut repre´senter comme des syte`mes a` 2 niveaux
d’e´nergie peuvent eˆtre porte´es dans l’e´tat excite´ pendant des temps beaucoup plus longs
90
CHAPITRE 2. SPECTROSCOPIE LASER A` 2 PHOTONS PAR
RE´SONANCE NOIRE
que la dure´e de la traverse´e du spectrome`tre. En faisant varier l’accord entre la fre´quence
micro-onde de l’appareil par rapport a` la fre´quence naturelle de Bohr des atomes, Rabi re-
construit le spectre des transitions radiofre´quences avec une re´solution donne´e par l’inverse
de la dure´e de l’interaction τ avec le champ excitateur. Comme la mole´cule n’interagit que
pendant un temps limite´ avec l’onde e´lectromagne´tique, la transforme´e de Fourier de l’in-
teraction que l’on appelle une impulsion Rabi s’e´tale sur une e´chelle de fre´quences limite´e
de l’ordre de 2π/τ .
2.1.2 Probabilite´ de transition Hyper-Ramsey (Ramsey)
N.F. Ramsey attaque le proble`me sous un autre angle. Il propose d’appliquer deux
impulsions de dure´e τ se´pare´es spatialement par une zone libre de dure´e de vol T sans
interaction avec le champ excitateur [3]. Il en re´sulte des franges d’interfe´rences espace´es
d’un e´cart en fre´quence 2π/T entre la fre´quence a` laquelle les mole´cules sont force´es pen-
dant l’interaction et la fre´quence d’oscillation naturelle pendant le vol libre. On mesure
les variations des populations du syste`me mole´culaire a` la fin de la seconde zone d’interac-
tion. Pour re´duire la largeur des raies, Ramsey fait passer le jet atomique successivement
dans deux cavite´s, alimente´es syme´triquement par le meˆme guide d’onde afin d’assurer
une phase identique du champ e´lectrique ou magne´tique dans chaque zone d’interaction.
A l’arrive´e, une ”se´paratrice”, c’est a` dire un aimant de type Stern et Gerlach e´tait uti-
lise´e pour se´parer puis mesurer les populations atomiques apre`s la traverse´e de la cavite´.
Les probabilite´s de transition de Rabi et de Ramsey peuvent eˆtre e´value´es de multiples
fac¸ons. On peut les de´crire par la fonction d’onde de Schro¨dinger [3], on peut e´galement
introduire de nouvelles variables pour de´crire la rotation d’un spin fictif appele´ vecteur
de Bloch sous l’effet du champ micro-onde ou laser [5, 6, 7, 8]. On peut aussi de´crire
les franges de Ramsey d’un point de vue interferome´trique, en introduisant la quantifica-
tion des e´tats externes des fonctions d’ondes responsables des interfe´rences entre paquets
d’ondes atomiques se´pare´s par effet de recul lors de l’absorption du photon [9, 10]. Je
pre´sente ici le calcul de la fonction d’onde de Schro¨dinger d’un point de vue matriciel
qui permet de remonter aux probabilite´s de transition en se´parant le terme d’enveloppe
des franges et le terme de de´phasage. Dans son article original de 1950, Norman Ramsey
avait e´tabli une probabilite´ de transition e´crite sous une forme tre`s compacte qui ne faisait
pas clairement apparaitre le roˆle de la phase atomique [3, 11]. On reprend le calcul initial
de son article [3] afin d’e´valuer la probabilite´ de transition associe´e a` la fonction d’onde
|Ψ(t)〉 de l’atome mais on conside`re deux impulsions d’aires ou de dure´es diffe´rentes. En
suivant la re´fe´rence [12], apre`s approximation se´culaire et passage en repre´sentation des
ondes tournantes, la fonction d’onde atomique |Ψ〉 se de´compose sur les niveaux |1〉 et |2〉
de la manie`re suivante :
|Ψ(t)〉 = c1(t)|1〉+ c2(t)|2〉 (2.1)
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Figure 2.1 – Atome a` 2 niveaux d’e´nergie. (a) Se´quence d’interrogation de Ramsey. (b)
Probabilite´ de transition Ramsey lorsque τ = τm. (c) Probabilite´ de transition Hyper-
Ramsey lorsque τ 6= τm. On compare l’expression analytique provenant de l’e´quation
Eq. (2.11) (courbe continu) avec une simulation nume´rique (points •) d’un syste`me a`
2 niveaux effectue´e a` l’aide de la matrice densite´.
ou` les e´volutions temporelles des amplitudes c1(t), c2(t) sont pilote´es par l’e´quation :{
c˙1(t) = iΩ/2 c2(t)
c˙2(t) = iΩ/2 c1(t) + iδ c2(t)
(2.2)
avec l’expression du de´saccord introduite par δ = ωL − ω0, ωL la pulsation du laser, ω0
la pulsation d’horloge et Ω l’amplitude du champ excitateur. Les solutions peuvent eˆtre
e´crites sous la forme d’une matrice 2× 2 couplant les e´tats avant et apre`s interaction avec
le champ e´lectromagne´tique comme [3] :
(
c1(t)
c2(t)
)
= χ(t) ·
(
M+(t) M†(t)
M†(t) M−(t)
)
·
(
c1(0)
c2(0)
)
(2.3)
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avec un facteur de phase χ(t) et les e´le´ments de matrice :
M+(t) =
{
cos(
ωeff
2
t) + i
δ
Ω
sin(
ωeff
2
t)
}
M−(t) =
{
cos(
ωeff
2
t)− i δ
Ω
sin(
ωeff
2
t)
}
M†(t) = i
Ω
ωeff
sin(
ωeff
2
t)
(2.4)
On de´finit la pulsation :
ω2eff = δ
2 +Ω2 (2.5)
et le facteur de phase :
χ(t) = exp [−iδt/2] (2.6)
La se´quence d’interrogation de Ramsey s’e´crit en de´composant chaque e´tape d’interaction :
-Premiere impulsion Rabi de dure´e τ :(
c1(τ)
c2(τ)
)
= χ(τ) ·
(
M+(τ) M†(τ)
M†(τ) M−(τ)
)
·
(
c1(0)
c2(0)
)
(2.7)
-Temps d’e´volution T en absence de champ laser :(
c1(τ, T )
c2(τ, T )
)
=
(
1 0
0 exp [−iδT ]
)
·
(
c1(τ)
c2(τ)
)
(2.8)
-Seconde impulsion Rabi de dure´e τm :(
c1(2τ, T, τm)
c2(2τ, T, τm)
)
= χ(τm) ·
(
M+(τm) M†(τm)
M†(τm) M−(τm)
)
·
(
c1(τ, T )
c2(τ, T )
)
(2.9)
La solution ge´ne´rale est un produit de matrices qui de´pend des conditions initiales sur les
populations c1(0) et c2(0) et des temps d’interactions τ et T :(
c1(τ, T, τm)
c2(τ, T, τm)
)
=
χ(τ)χ(τm) ·

M+(τ)M+(τm)
+M†(τm)M†(τ) exp [−iδT ]
M†(τm)M+(τ)
+M†(τm)M−(τ) exp [−iδT ]
M†(τm)M+(τ)
+M†(τm)M−(τ) exp [−iδT ]
M†(τm)M†(τ)
+M−(τm)M−(τ) exp [−iδT ]
 ·
(
c1(0)
c2(0)
)
(2.10)
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On peut e´crire les populations Pii des niveaux |1〉 et |2〉 en se´parant l’enveloppe des franges
du terme de de´phasage accumule´ au cours de l’e´volution libre de dure´e T. Pour cela, on
introduit la notation suivante :
Pii(τ, T, τm) = |αii(τ, τm)|2 ·
∣∣∣1 + βii(τ, τm)e−i(δT−Φii(τ,τm))∣∣∣2 (2.11)
On peut maintenant identifier l’enveloppe des franges |αii(τ, τm)|2, un facteur de forme
des franges βii(τ, τm) et un facteur de phase Φii(τ, τm). Les solutions s’e´crivent :
population P11 :
α11(τ, τm) = [M+(τ)M+(τm)c1(0) +M†(τ)M+(τm)c2(0)]χ(τ)χ(τm) (2.12)
et
β11(τ, τm)e
iΦ11(τ,τm) =
M†(τm)
M+(τm)
· M†(τ)c1(0) +M−(τ)c2(0)
(M+(τ)c1(0) +M†(τ)c2(0))
(2.13)
population P22 :
α22(τ, τm) = [M+(τ)M†(τm)c1(0) +M†(τ)M†(τm)c2(0)]χ(τ)χ(τm) (2.14)
et
β22(τ, τm)e
iΦ22(τ,τm) =
M−(τm)
M†(τm)
· M†(τ)c1(0) +M−(τ)c2(0)
(M+(τ)c1(0) +M†(τ)c2(0))
(2.15)
On peut remonter, par exemple, a` la probabilite´ de transition de Ramsey de l’e´tat excite´
P22(τ, T, τ) pour deux impulsions Ωτ = π/2 en faisant apparaˆıtre l’expression de la phase
accumule´e par la cohe´rence au cours de l’interaction laser. Nous obtenons, en imposant
les conditions initiales c1(0) = 1, c2(0) = 0, l’expression suivante :
P22(τ, T, τ) =2
Ω2
ω2eff
sin2(ωeffτ/2)
[
cos2(ωeffτ/2) +
δ2
ω2eff
sin2(ωeffτ/2)
]
× [1 + cos(δT +Φ(τ))]
(2.16)
avec l’expression du de´phasage de Ramsey :
Φ(τ) = 2tan−1
[
δ
ωeff
tan(ωeffτ/2)
]
(2.17)
Notons que ces de´phasages Φii(τ) avec l’indice i = 1, 2 associe´s aux fonctions d’ondes de
chaque e´tat atomique n’induisent un de´placement de fre´quence de la frange centrale que si
les niveaux d’e´nergies subissent une perturbation exte´rieure par exemple un de´placement
lumineux ∆ qui entraˆıne une correction en fre´quence sur le de´saccord qui devient alors
δ → ∆. Ajoutons que lorsque les phe´nome`nes de relaxation par e´mission spontane´e et les
processus de de´cohe´rence ne peuvent plus eˆtre ne´glige´s, il faut avoir recours au formalisme
de la matrice densite´ afin de de´crire correctement les probabilite´s de transition en fonction
du balayage en fre´quence de la source d’interrogation [8].
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Figure 2.2 – De´placements de fre´quence associe´s a` la frange centrale Ramsey π/2−T−π/2
et Hyper-Ramsey π/2− T − 3π/2. (a) De´placement de fre´quence δωR/2π avec l’e´quation
Eq. (2.18). (b) De´placement de fre´quence δωHR/2π avec l’e´quation Eq. (2.19).
2.1.3 De´placement de fre´quence dynamique Ramsey et Hyper-Ramsey
La phase relative induite sur la fonction d’onde atomique ou mole´culaire est pilote´e par
les deux interactions successives entre le syste`me atomique, la correction de fre´quence ∆
et le champs e´lectromagne´tique Ω. Le de´placement de fre´quence associe´ au de´phasage de
Ramsey peut eˆtre e´value´ a` partir du mode`le lorsque T >> τ . On obtient un de´placement
de Ramsey δωR qui s’e´crit :
δωR =
Φ(τ)
T
= − 2
T
tan−1
[
∆
ωeff
tan(ωeffτ/2)
]
(2.18)
Pour deux impulsions d’aire identique Ωτ = Ωτm = π/2 avec un temps de libre e´volution T ,
le de´placement de Ramsey δωR/2π en fonction de la perturbation exte´rieure en fre´quence
∆/2π est pre´sente´ sur la figure Fig. 2.2(a). La formule donne´e par l’e´quation Eq. 2.18
montre que pour de faibles corrections, le de´placement de fre´quence varie comme ∆×τ/T .
Le mode`le pre´ce´dent peut e´galement s’appliquer lorsque la dure´e totale des interac-
tions entre l’atome et le champ laser n’est plus une aire d’impulsion π. Cette me´thode
d’interrogation, appele´e spectroscopie ”Hyper-Ramsey”, repose sur des dure´es d’impul-
sions diffe´rentes qui re´duisent fortement la sensibilite´ de la mesure de la fre´quence au
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de´placement lumineux [13]. Afin de comprendre l’inte´reˆt que peut pre´senter l’utilisation
d’une telle se´quence d’interrogation, on calcule la sensibilite´ au de´placement lumineux ∆
lorsque le laser n’est pas parfaitement accorde´ sur la re´sonance atomique. On peut identi-
fier ce de´phasage Hyper-Ramsey a` partir de l’e´quation Eq. 2.13 ou de l’e´quation Eq. 2.15.
Le calcul complet donne un de´placement de fre´quence Hyper-Ramsey δωHR qui s’e´crit :
δωHR =
Φ(τ, τm)
T
=
1
T
tan−1
[
∆ωeffSin
(ωeff
2 (τ + τm)
)
/Sin
(ωeff
2 τm
)
∆2Sin
(ωeff
2 τ
)− ω2effCos (ωeff2 τ)Cot (ωeff2 τm)
]
(2.19)
Pour une impulsion d’aire Ωτ = π/2 suivie par un temps de libre e´volution T puis une
impulsion d’aire Ωτm = 3π/2, le de´placement de fre´quence δωHR/2π en fonction de ∆/2π
est pre´sente´ sur la figure Fig. 2.2(b). On remarque une forte diminution de la pente en
fre´quence autour du de´saccord ∆/2π = 0. La figure Fig. 2.3 montre les diffe´rentes valeurs
possibles de l’aire que l’on peut appliquer sur la seconde impulsion laser pour re´duire le
de´placement de fre´quence sachant que l’aire de la premie`re impulsion est fixe´e a` la valeur
π/2. On remarque que la sensibilite´ au de´placement de fre´quence ∆ de´pend fortement de
l’aire des impulsions lasers. Il faut e´galement donc ajouter un renversement de phase de
180➦ a` la manie`re d’un e´cho de photon sur la fre´quence de Rabi pilotant l’excitation laser
pendant la deuxie`me impulsion pour vraiment ame´liorer par plusieurs ordres de grandeur
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Figure 2.3 – Valeurs possibles de l’aire de la seconde impulsion (en multiple de π/2) pour
e´liminer le de´placement de fre´quence δωHR/2π sachant que la premie`re impulsion est fixe´e
a` π/2. La courbe est obtenue a` partir de l’e´quation Eq. (2.19).
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la mesure absolue de fre´quence d’une transition atomique [13].
La pre´sence de de´cohe´rence (par exemple la dure´e de vie das atomes dans le pie`ge)
est une limitation possible de la me´thode Hyper-Ramsey car elle provoque une tre`s le´ge`re
rotation du plateau obtenu sur la figure Fig. 2.2(b) entraˆınant l’apparition d’une faible
sensibilite´ aux fluctuations d’intensite´ du champ laser excitateur. La se´quence d’interro-
gation Hyper-Ramsey a e´te´ imagine´e au NIST en 2010. L’article initial [13] fournit un
de´veloppement limite´ a` l’ordre cubique du de´placement de fre´quence Hyper Ramsey tan-
dis que la formule Eq.2.19 est exacte. La me´thode spectroscopique a e´te´ applique´e avec
succe´s a` la PTB (laboratoire de me´trologie allemand Physikalisch-Technische Bundesans-
talt) pour la mesure de la fre´quence d’horloge octopolaire e´lectrique 2S1/2 ↔ 2F7/2 d’un
ion ytterbium 171Y b+ pie´ge´ et refroidi par laser [14]. Les re´sultats de l’e´valuation de la me-
sure de la transition d’horloge ont montre´ une re´duction par pre`s de 4 ordres de grandeur
de la sensibilite´ au de´placement lumineux par rapport a` la me´thode classique de Ramsey.
2.2 Les re´sonances noires
En spectroscopie laser, il est possible d’e´tudier des syste`mes atomiques plus complexes
que 2 niveaux d’e´nergie. Dans le cas d’une double re´sonance optique dans un syste`me a` 3
niveaux comme le montre la figure Fig. 2.4, des interfe´rences quantiques entre amplitudes
de diffusion se produisent car il existe plusieurs canaux d’excitation par lumie`re laser qui
sont partage´s par un meˆme niveau excite´ (ou niveau relais). Cela conduit par exemple a`
l’apparition des re´sonances noires.
Les re´sonances noires ont e´te´ de´couvertes en 1976 par le groupe de Gozzini a` Pise [15].
Elles e´taient de´tecte´es par l’augmentation de la transmission optique ou la diminution de
la fluorescence a` l’aide d’un gradient de champ magne´tique applique´ le long d’une cellule
contenant de la vapeur de sodium e´claire´e par un laser multi-mode. Ils constate`rent que
ces re´sonances noires ne se produisaient qu’aux endroits ou` la fre´quence entre deux modes
du laser e´tait e´gale a` l’e´cart hyperfin de l’e´tat fondamental du Sodium. A la suite de cette
de´couverte expe´rimentale, les re´sonances noires furent rapidement interpre´te´es comme
e´tant la signature du phe´nome`ne quantique de pie´geage cohe´rent de population [16, 17, 18].
En fonction de la configuration d’interaction des lasers avec le syste`me a` 3 niveaux, le
spectre en e´nergie peut prendre plusieurs profils de re´sonances caracte´ristiques. Sur la
figure Fig. 2.4(a), la lumie`re d’un laser, appele´ laser pompe et identifie´ par sa fre´quence
de Rabi Ω1 (ou son taux d’excitation laser), est suffisamment intense pour induire une
leve´e de de´ge´ne´rescence sur la transition |1〉 ↔ |3〉 qu’un second faisceau laser de tre`s
faible intensite´ et de fre´quence de Rabi Ω2 va observer. On obtient deux re´sonances bien
se´pare´es en fre´quence que l’on appelle un doublet Autler-Townes. Sur la figure Fig. 2.4(b),
lorsque les fre´quences de Rabi des deux lasers sont pratiquement e´gales et que le taux
d’excitation laser est plus petit que le taux d’e´mission spontane´e Γ du niveau relais, on
observe une re´sonance noire e´troite dans le profil de fluorescence de l’e´tat |3〉 [19]. Lorsque
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Figure 2.4 – Atome a` 3 niveaux d’e´nergie excite´ par deux faisceaux laser en re´gime
d’interaction continu dans la base naturelle {|1〉, |2〉, |3〉}. Les taux d’e´mission spontane´e
associe´s a` chaque transition sont note´s Γ31,Γ32, les taux d’excitation par laser sont de´finis
par Ω1,Ω2, les relaxations des cohe´rences par γ1, γ2 et la de´cohe´rence Raman par le terme
γc. Les de´saccords en fre´quence sont de´finis par ∆1,∆2. (a) Doublet Autler-Townes, (b)
Re´sonance noire, (c) Re´sonance de Fano-Feshbach ou EIT/Raman.
la diffe´rence de fre´quence entre les deux lasers est e´gale a` l’e´cart de fre´quence entre les
e´tats |1〉 et |2〉, l’atome devient transparent a` la lumie`re laser [20]. Lorsque les deux lasers
ne sont pas re´sonnants avec le niveau relais, la re´sonance est assyme´trique et le profil de
raie prend l’allure d’une re´sonance de Fano-Feshbach [21] comme sur la figure Fig. 2.4(c).
L’allure fortement dispersive du profil de raie conduit a` la coexistence d’une re´sonance
noire avec une re´sonance Raman plus e´troite.
2.2.1 Le pie´geage cohe´rent de population
Le phe´nome`ne de re´sonance noire trouve son origine dans les superpositions d’e´tats
quantiques dans un syste`me a` 3 niveaux [16]. C’est un processus de pompage optique qui
re´alise l’accumulation des atomes dans ces superpositions d’e´tats sous l’effet de l’e´mission
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spontane´e (voir Fig. 2.5 (a)). Le pie´geage cohe´rent de population (”Coherent Population
Trapping” en anglais) est re´alise´ a` l’aide de faisceaux lasers cohe´rents en phase et qui
couplent deux transitions atomiques |1〉 ↔ |3〉, |2〉 ↔ |3〉 partageant un meˆme niveau
excite´ |3〉 comme le montre la figure Fig. 2.4. Si la diffe´rence de fre´quence entre les ondes
lumineuses est e´gale a` la diffe´rence de fre´quence entre les e´tats atomiques (condition de
re´sonance Raman), il existe une combinaison line´aire des e´tats |1〉 et |2〉 non couple´e a` l’e´tat
excite´. Un atome pre´pare´ dans cet e´tat n’e´met plus aucune lumie`re de fluorescence. Les
atomes sont, en re´alite´, pie´ge´s dans deux superpositions d’e´tats |ΨNC〉, |ΨC〉 des niveaux
de plus faible e´nergie que l’on introduit par les expressions stationnaires suivantes :
|ΨNC〉 = Ω2√
Ω22 +Ω
2
1
|1〉 − Ω1√
Ω22 +Ω
2
1
|2〉
|ΨC〉 = Ω2√
Ω22 +Ω
2
1
|2〉+ Ω1√
Ω22 +Ω
2
1
|1〉
(2.20)
La superposition d’e´tats |ΨNC〉 de´couple´e de l’interaction avec la lumie`re laser est appele´e
un e´tat noir. La superposition d’e´tats |ΨC〉 est appele´ un e´tat couple´ ou brillant. La
description en terme de la cascade radiative interrompue de l’atome habille´ entre ces
superpositions d’e´tats permet de rendre compte de manie`re e´le´gante de la disparition
de la fluorescence lorsque la condition de re´sonance Raman ∆1 − ∆2 = 0 est ve´rifie´e
[22]. Puisque l’interruption de la fluorescence, qui conduit a` une re´sonance noire, ne se
re´alise que lorsque la condition de re´sonance Raman est ve´rifie´e, cela offre la possibilite´
de verrouiller la diffe´rence de fre´quence des ondes lasers sur la transition atomique entre
|1〉 et |2〉 pour un fonctionnement en mode horloge [19, 23]. Dans le cadre des e´talons
de fre´quence utilisant des alcalins comme le 133Cs ou le 87Rb, le pie´geage cohe´rent de
population pre´sente l’avantage de re´aliser une interrogation micro-onde par l’interme´diaire
d’une diffe´rence de fre´quences optiques.
2.2.2 La transparence induite e´lectromagne´tiquement
En configuration de type pompe-sonde, la pre´sence du faisceau laser pompe de forte in-
tensite´ provoque une variation importante du coefficient d’absorption du milieu atomique
dans lequel se propage un faisceau sonde de plus faible intensite´. La nonline´arite´ induite par
la pre´sence de la cohe´rence hyperfine rend le milieu transparent dans un bande spectrale
e´troite au sein d’une raie d’absorption pour la sonde qui traverse alors la vapeur atomique
sans eˆtre absorbe´e [24]. Ce processus propose´ en 1991 par S. Harris est appele´ transparence
induite e´lectromagne´tiquement (”Electromagnetically Induced Transparency” en anglais)
a` cause de la disparition de toute absorption de photons lorsque la vapeur atomique est ir-
radie´e simultane´ment par les deux lasers [25]. Ce phe´nome`ne est activement e´tudie´ depuis
plusieurs anne´es car l’indice de re´fraction du milieu atomique peut subir une variation bru-
tale sous l’effet de processus multiphotoniques, ce qui permet de ralentir conside´rablement
la vitesse de groupe de propagation de la lumie`re avec l’objectif de re´aliser des me´moires
quantiques pour le stockage de l’information [26].
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2.2.3 Equations d’e´volutions adiabatiques dans la base {|Ψ+〉, |ΨNC〉}
D’un point de vue plus fondamental, le syste`me a` trois niveaux atomiques irradie´ par
deux ondes lasers peut se de´crire comme un syste`me a` seulement 2 niveaux excite´s par
un champ laser effectif [27]. Cette approche repose sur un traitement adiabatique des
ope´rateurs d’e´volution de la matrice densite´ sous l’effet des champs lasers et de la dissi-
pation par e´mission spontane´e dans la base naturelle {|ΨC〉, |ΨNC〉, |3〉}. On ne´glige ici le
phe´nome`ne de de´cohe´rence. On note que la superposition d’e´tats |ΨC〉 est toujours couple´e
au niveau relais |3〉 par le champ laser effectif
√
Ω21 +Ω
2
2 comme le montre la repre´sentation
de l’atome de la figure Fig. 2.5(a). Une contamination radiative est transfe´re´e de l’e´tat re-
lais |3〉 sur la superposition couple´e |ΨC〉 par l’interme´diaire des lasers de couplage. Cette
contamination radiative est tre`s similaire au couplage spin-orbite et hyperfin de l’e´tat 3P0
avec l’e´tat 3P1 et
1P1 du strontium fermionique produit par le champ magne´tique du spin
du noyau sur les e´lectrons (voir chapitre I).
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Figure 2.5 – (a) Atome a` 3 niveaux dans la base habille´e {|ΨC〉, |ΨNC〉, |3〉} incluant les
processus de relaxation. (b) Syte`me fictif a` 2 niveaux dans la base habille´e {|ΨNC〉, |Ψ+〉}.
(c) Pompage optique dans l’e´tat noir |ΨNC〉 lorsque la condition de re´sonance δr = ∆1 −
∆2 = 0 est re´alise´e.
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A l’aide d’une approche adiabatique, on peut alors obtenir une repre´sentation semi-
classique du hamiltonien d’interaction qui de´crit un syste`me atomique a` deux e´tats dans
une nouvelle base re´duite note´e {|Ψ+〉, |ΨNC〉} comme le montre la figure Fig. 2.5 (b).
L’e´tat |ΨC〉 couple´ a` l’e´tat excite´ par le champ laser effectif devient maintenant un e´tat
radiativement contamine´ ayant absorbe´ une fraction de l’e´tat excite´ introduit par le nouvel
e´tat |Ψ+〉 ≈ |ΨC〉 − |3〉
√
Ω21 +Ω
2
2/(∆0 + iΓ/2). Lorsque la condition de re´sonance Raman
est ve´rifie´e sur la figure Fig. 2.5 (c), on ve´rifie bien que la population atomique ne peut
atteindre l’e´tat noir |ΨNC〉 que par un processus d’e´mission spontane´e. On conside`re que
l’e´volution de l’e´tat relais |3〉 est rapidement asservie sur les e´volutions des populations et
cohe´rences optiques. En e´crivant les nouveaux ope´rateurs d’e´volution des composantes de
la matrice densite´ dans la base re´duite {|Ψ+〉, |ΨNC〉}, on trouve un ensemble d’e´quations
qui de´crit l’e´volution temporelle des populations atomiques ρNC ,ρ+ et de la cohe´rence
Raman ρ+/NC entre e´tats atomiques [28] :
ρ˙NC =δr
2Ω1Ω2
Ω21 +Ω
2
2
Im{ρ+/NC}+ Γeff
(
1−ΥΩ
2
1 − Ω22
Ω21 +Ω
2
2
)
ρ+
ρ˙+ =− δr 2Ω1Ω2
Ω21 +Ω
2
2
Im{ρ+/NC} − Γeff
(
1−ΥΩ
2
1 − Ω22
Ω21 +Ω
2
2
)
ρ+
ρ˙+/NC =− ı
(
δr
Ω22 − Ω21
Ω21 +Ω
2
2
+∆eff − iΓeff
)
ρ+/NC
+ ıδr
Ω1Ω2
Ω21 +Ω
2
2
(ρ+ − ρNC)− 2ΓeffΥ Ω1Ω2
Ω21 +Ω
2
2
ρ+
(2.21)
On introduit la de´finition du rapport de branchement Υ = Γ31−Γ32Γ ou` Γ = Γ31 + Γ32 est
la relaxation totale par e´mission spontane´e. La demi-largeur Γeff et le de´placement de
fre´quence ∆eff s’e´crivent :
Γeff =
(Ω21 +Ω
2
2)Γ/2
∆20 + Γ
2/4
∆eff =
∆0(Ω
2
1 +Ω
2
2)
∆20 + Γ
2/4
(2.22)
La conservation de la population est donne´e par :
ρNC + ρ+ = 1 (2.23)
Les populations et cohe´rences initiales ρ+(0), ρNC(0), ρ+/NC(0) s’e´crivent alors en fonction
de la diffe´rence de population ∆n(0) = ρ22(0)− ρ11(0) et de la cohe´rence Raman ρ12(0) :
ρ+(0) =ρ11(0)
Ω21
Ω21 +Ω
2
2
+ ρ22(0)
Ω22
Ω21 +Ω
2
2
+ 2
Ω1Ω2
Ω21 +Ω
2
2
Re{ρ12(0)}
ρNC(0) =ρ11(0)
Ω22
Ω21 +Ω
2
2
+ ρ22(0)
Ω21
Ω21 +Ω
2
2
− 2 Ω1Ω2
Ω21 +Ω
2
2
Re{ρ12(0)}
ρ+/NC(0) =(ρ11(0)− ρ22(0))
Ω1Ω2
Ω21 +Ω
2
2
− Ω
2
1
Ω21 +Ω
2
2
ρ12(0) +
Ω22
Ω21 +Ω
2
2
ρ21(0)
(2.24)
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Figure 2.6 – Evolutions du profil de re´sonance noire vers l’e´tat stationnaire dans la
base {|Ψ+〉, |ΨNC〉} lorsque Ω1 = Ω2 (a) apre`s une impulsion courte τ/τp(0) ≪ 1 et
apre`s (b) une impulsion de longue dure´e telle que τ/τp(0)≫ 1. On constate une inversion
comple`te de population entre l’e´tat |Ψ+〉 et l’e´tat noir |ΨNC〉 lorsque la dure´e de la premie`re
impulsion est bien supe´rieure au temps de pompage τp(0). (c) Oscillation des populations
entre e´tats habille´s lorsque on applique une impulsion de pre´paration τ ≫ τp(0) et une
impulsion tre`s courte de de´tection τm 7→ 0 se´pare´es par un temps Ramsey T . Conditions
initiales ρ11(0) = ρ22(0) = 1/2 et ρ12(0) = 0.
Les populations atomiques ρ11, ρ22, ρ33 dans la base {|1〉, |2〉, |3〉} s’e´crivent en fonction des
variables atomiques de la base {|Ψ+〉, |ΨNC〉} de la manie`re suivante :
 ρ11(t)ρ22(t)
ρ33(t)
 =

Ω22√
Ω21+Ω
2
2
Ω21√
Ω21+Ω
2
2
−2 Ω1Ω2√
Ω21+Ω
2
2
Ω21√
Ω21+Ω
2
2
Ω22√
Ω21+Ω
2
2
2
Ω1Ω2√
Ω21+Ω
2
2
Ω21+Ω
2
2
∆20+
Γ2
4
0 0

 ρ+(t)ρNC(t)
Re{ρ+/NC}(t)
 (2.25)
Le syste`me d’e´quations montre qu’il s’agit d’un transfert continu de population atomique
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entre superpositions d’e´tats dont l’efficacite´ de´pend de l’accord δr a` re´sonance Raman. On
peut e´galement transposer par exemple la me´thode des champs oscillants se´pare´s de Ram-
sey aux re´sonances noires. Une premie`re impulsion laser pre´pare l’e´tat non couple´ (ou e´tat
noir), et la seconde impulsion laser de´tecte si l’atome est encore dans cette superposition
d’e´tats apre`s une dure´e T que nous appelerons le temps de vol de Ramsey [28]. Le trai-
tement complet des e´quations d’e´volution des observables en pre´sence de de´cohe´rence, le
calcul exact du profil stationnaire de la re´sonance noire ainsi que les temps caracte´ristiques
de pompage en re´gime adiabatique sont effectue´s avec la matrice densite´ et pre´sente´s dans
l’article Phys. Rev. A. 84, 062502 (2011).
2.2.4 Solution stationnaire d’un profil de re´sonance noire a` tre`s faible
saturation optique
Lorsque le temps d’interaction entre le champs laser et les atomes est suffisamment
long, le re´gime devient stationnaire. Dans ce cas, il est utile de de´terminer les solutions
de´crivant une interaction continue. Afin de de´terminer les caracte´ristiques essentielles de la
re´sonance noire, on se place dans un cas simple ou` les relaxations par e´mission spontane´e
sont e´gales Υ = 0 (c’est la configuration radiative d’un alcalin par exemple). L’expression
de la diffe´rence de population stationnaire ρstatNC − ρstat+ entre e´tats habille´s est :
ρstatNC − ρstat+ =
Γ2eff +
(
δr
Ω21−Ω22
Ω21+Ω
2
2
+∆eff
)2
Γ2eff +
(
δR
Ω21−Ω22
Ω21+Ω
2
2
+∆eff
)2
+ 4
(
δr
Ω1Ω2
Ω21+Ω
2
2
)2 (2.26)
Cette diffe´rence de population vaut 1 quand le de´saccord Raman δr = 0 est satisfait. Il y a
alors pompage complet des atomes dans l’e´tat noir |ΨNC〉. L’expression de la fraction de
population porte´e dans l’e´tat relais ρstat33 en utilisant l’e´quation Eq. (2.26) et la relation de
fermeture Eq. (2.23) conduit a` l’expression de la fraction de population ρstat33 (re´sonance
noire) en re´gime stationnaire :
ρstat33 = S
Λ δ
2
r
δr(δr −∆LS) + γ2eff
(2.27)
avec l’amplitude SΛ de la re´sonance noire :
SΛ =
2
Ω21Ω
2
2
(Ω21+Ω
2
2)
∆20 + Γ
2/4
(2.28)
et un de´placement lumineux ∆LS qui s’e´crit :
∆LS = (Ω
2
2 − Ω21)
∆0
∆20 + Γ
2/4
(2.29)
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On remarque que lorsque les fre´quences de Rabi sont diffe´rentes, par exemple Ω1 > Ω2,
on trouve que l’amplitude de la re´sonance est proportionnelle a` l’intensite´ du laser le plus
faible. C’est le cas de la transparence induite e´lectromagne´tiquement. On de´finit e´galement
la demi-largeur effective de la transition comme e´tant :
γeff =
√
Γ2eff +∆
2
eff =
(Ω21 +Ω
2
2)√
∆20 + Γ
2/4
(2.30)
L’amplitude SΛ de la re´sonance de´croˆıt avec l’augmentation du de´saccord optique. Le
de´placement de fre´quence ∆LS peut eˆtre associe´ aux de´placements lumineux des e´tats
|1〉 et |2〉 sous l’effet des couplages lasers. Il faut cependant noter que ce de´placement,
qui affecte la condition de re´sonance Raman au de´nominateur, ne joue aucun roˆle sur la
ve´ritable position de la re´sonance noire ρstat33 puisque la fluorescence s’annule quand meˆme
pour δr = 0. Cette conclusion n’est valable que si l’on ne´glige le taux de de´cohe´rence qui
de´stabilise les superpositions d’e´tats. Lorsque l’on tient compte de la de´cohe´rence, l’e´tat
noir |ΨNC〉 se trouve toujours couple´ a` l’e´tat |ΨC〉 et devient sensible au de´placement de
fre´quence ∆LS .
2.2.5 Temps de pompage longitudinal et transverse
Puisque c’est l’e´mission spontane´e qui porte la population atomique dans l’e´tat noir
|ΨNC〉 par pompage optique, il est ne´cessaire de connaˆıtre le temps caracte´ristique de
pompage afin d’obtenir des contrastes de re´sonance noire suffisamment e´leve´s. L’ensemble
d’e´quations pre´ce´dent permet d’extraire deux variables caracte´ristiques temporelles τp(∆0)
et τosc(∆0) qui s’e´crivent :
τp(∆0) =
1
Γeff
[
1− (Ω21−Ω22)
(Ω21+Ω
2
2)
Υ
]
τosc(∆0) = 1/Γeff
(2.31)
Le temps τp(∆0) est l’analogue d’un temps de relaxation longitudinal ou de polarisation
d’un spin en re´sonance magne´tique puisqu’il repre´sente le temps ne´cessaire pour porter
l’inte´gralite´ des atomes dans l’e´tat noir. Le temps τosc(∆0) est le temps de relaxation des
oscillations appele´ aussi relaxation transverse par analogie avec la re´sonance magne´tique.
Deux re´gimes d’e´volution des variables atomiques sont alors e´vidents :
– Si la dure´e τ de l’impulsion de pre´paration de l’e´tat noir est plus courte que le temps
de pompage τp(∆0), la re´sonance n’a pas atteint l’amplitude maximale et pre´sente
une courbe de re´sonance analogue a` celle de Rabi, elle pre´sente aussi un e´largissement
e´quivalent a` un temps de transit donne´ par l’inverse de la dure´e d’interaction τ . On
parlera de re´gime dynamique avec la spectroscopie impulsionnelle Raman.
– Lorsque la dure´e τ est plus grande que τp(∆0), le re´gime stationnaire est atteint et
la re´sonance noire pre´sente une amplitude maximale (se reporter a` la Fig. 2.6). On
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Figure 2.7 – Profil de re´sonance noire ρ33(t) contenant les interfe´rences de Ramsey simule´
a` l’aide de l’ensemble d’e´quations Eq. (2.21) en fonction du temps de pre´paration τ pendant
la premie`re impulsion laser et du temps de de´tection τm applique´ pendant la seconde im-
pulsion laser. On fixe arbitrairement la dure´e de l’impulsion de de´tection τm = 0.004τp(0)
en faisant varier la dure´e de l’impulsion de pre´paration τ : courbes (a) a` (c). On fixe
ensuite la dure´e de l’impulsion de pre´paration a` τ = 10τp(0) puis on fait varier la dure´e
de l’impulsion de de´tection : courbes (d) a` (f).
parlera dans ce cas de re´gime adiabatique avec la spectroscopie impulsionnelle
par re´sonance noire.
En pratique, il faut avoir re´alise´ un cycle complet de pompage optique apre`s environ
10 τp(∆0). Cette frontie`re entre ces deux re´gimes d’interaction n’avait jamais e´te´ clarifie´e
auparavant dans la vaste litte´rature scientifique associe´e aux re´sonances noires. L’article
Phys. Rev. A. 84, 062502 (2011) pre´sente une synthe`se de toutes ces analyses.
2.2.6 Les franges de re´sonance noire
La se´quence d’interrogation optimale d’une transition atomique a` l’aide des re´sonances
noires n’est pas identique a` une se´quence impulsionnelle de type Ramsey. La premie`re im-
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Figure 2.8 – Se´quence d’interrogation des superpositions d’e´tats par des impulsions laser.
(a) Re´sonance noire obtenue apre`s une impulsion de pre´paration de dure´e τ ≫ τp(0).
(b)-(c) Franges de re´sonance noire de´tecte´es a` l’aide d’une seconde impulsion de de´tection
de dure´e tre`s courte τm 7→ 0 apre`s un vol libre de dure´e T variable. La simulation exacte
( points •) est re´alise´e a` l’aide des e´quations Eq. (2.34) et la courbe continue est obtenue
avec l’e´quation Eq. (2.38).
pulsion, appele´e impulsion de pre´paration, polarise effectivement les atomes dans deux su-
perpositions d’e´tats possibles du syste`me |Ψ+〉 et |ΨNC〉. Elle joue donc un roˆle e´quivalent
a` une impulsion π/2 qui induit une cohe´rence quantique entre e´tats atomiques. Lorsque
que l’on e´teint l’interaction laser, la cohe´rence e´volue librement a` la fre´quence d’horloge (ou
pulsation de Bohr) de´finie entre les deux e´tats |1〉 et |2〉. Elle traduit l’e´volution temporelle
d’une interfe´rence quantique entre |Ψ+〉 et |ΨNC〉. La seconde impulsion de de´tection doit
eˆtre tre`s courte car elle ne doit pas effacer la phase accumule´e par la cohe´rence au cours de
son vol libre en provoquant un repompage des atomes dans un nouvel e´tat noir. C’est une
sorte de mesure non destructive de la polarisation atomique d’un syte`me quantique. Si le
seconde impulsion est aussi longue que la pre´ce´dente, on pre´pare de nouvelles superposi-
tions d’e´tats et les oscillations cohe´rentes disparaissent (voir la figure Fig. 2.7). Dans le
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cas de Ramsey, la cohe´rence ne peut eˆtre mesure´e que par une projection quantique sur un
des deux e´tats atomiques. Cela se traduit par une seconde impulsion π/2 qui entraˆıne une
oscillation cohe´rente entre les deux e´tats atomiques. On repre´sente sur la figure Fig. 2.8 la
se´quence optimale pour interroger les atomes par re´sonance noire et le re´sultat du profil de
raie apre`s une impulsion (Fig. 2.8 (a)) et apre`s une seconde impulsion de mesure (Fig. 2.8
(b)-(c)) avec des dure´es de Ramsey variables. En spectroscopie par franges de re´sonance
noire, le profil de raie est diffe´rent. Il re´sulte d’un me´lange entre une enveloppe stationnaire
de´termine´e par l’e´quation Eq. (2.27) et des oscillations cohe´rentes dont la pe´riode de´pend
du produit δrT . Pour obtenir l’expression comple`te d’un profil de re´sonance noire, il est
donc pre´fe´rable d’avoir recours aux e´quations d’e´volution des variables atomiques avec la
matrice densite´ dans la base naturelle {|1〉, |2〉, |3〉}. Les e´quations s’e´crivent a` partir de
l’e´quation pilote :
ρ˙ij =
1
i~
[
∑
k
Hi,kρk,j − ρi,kH†k,j ] +Rρ (2.32)
L’hamiltonien d’interaction H et la matrice de relaxation Rρ sont introduites par les
de´finitions suivantes :
H
~
=
∆1 0 Ω˜10 ∆2 Ω˜2
Ω˜1 Ω˜2 −iΓ2
 ;Rρ =
Γ31ρ33 −γcρ21 −γ1ρ13−γcρ12 Γ32ρ33 −γ2ρ23
−γ1ρ31 −γ2ρ32 0
 (2.33)
La matrice R contient les relaxations par e´mission spontane´e Γ31,Γ32, la relaxation des
cohe´rences optiques γ1, γ2, et une de´cohe´rence Raman γc. Les de´saccords optiques de
chaque transition atomique sont note´s ∆1 = ∆0 et ∆2 = ∆0 − δr. Le de´saccord Raman
est de´fini par la relation ∆1 − ∆2 = δr. En fonction des transitions atomiques utilise´es
pour la spectroscopie a` 2 photons, les fre´quences de Rabi qui pilotent l’interaction entre
le syste`me atomique et les champs laser sont de´finies par un couplage dipolaire e´lectrique
di (ou dipolaire magne´tique µi) Ωi = di · Ei/2~ (Ωi = µi ·Bi/2~) avec les indices i = 1, 2.
En utilisant Eq. (2.32), on peut e´crire les e´quations d’e´volution des variables atomiques
dans l’approximation des ondes tournantes. L’ensemble des e´quations diffe´rentielles, dans
la base naturelle {|1〉, |2〉, |3〉}, est alors [28] :
ρ˙11 =− 2Ω1Im{ρ13}+ Γ31ρ33,
ρ˙22 =− 2Ω2Im{ρ23}+ Γ32ρ33,
ρ˙33 = 2Ω1Im{ρ13}+ 2Ω2Im{ρ23} − Γρ33,
ρ˙13 =− [γ1 + i∆1]ρ13 + iΩ2ρ12 − iΩ1(ρ33 − ρ11),
ρ˙23 =− [γ2 + i∆2]ρ23 + iΩ1ρ21 − iΩ2(ρ33 − ρ22),
ρ˙12 =− [γc + i(∆1 −∆2)]ρ12 + iΩ2ρ13 − iΩ1ρ32,
(2.34)
avec la conservation de la poulation de´finie par la relation ρ11 + ρ22 + ρ33 = 1. Cette des-
cription semi-classique est tout a` fait valable lorsque l’effet Doppler est e´limine´ notamment
pour une vapeur atomique confine´e en re´gime Lamb-Dicke [29] a` l’aide d’un gaz tampon
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Figure 2.9 – Comparaison entre une simulation nume´rique par la matrice densite´ (points
•) des e´quations Eq. (2.34) et la solution adiabatique Eq. (2.38) (courbe continue) a` faible
saturation optique. (a) et (b) Signaux de franges de re´sonance noire. Choix des parame`tres :
Γ31 = Γ32 = Γ/2, ∆0 = 0, γc = 0 and τ = 10τp(0). Les fre´quence de Rabi sont Ω1 = Ω2 =
0.005Γ, le temps de vol libre est T = 10 τp(0) et le temps de mesure vaut τm ∼ 0.004 τp(0).
[30] ou pour des atomes froids dans un pie`ge dipolaire non dissipatif [31]. L’ensemble
d’e´quations Eq. (2.34) de´crit aussi l’excitation d’une transition Raman utilise´e dans le
cadre de l’interfe´rome´trie atomique [32] lorsque les de´saccords en fre´quence des lasers sont
tre`s grands devant le taux de relaxation par e´mission spontane´e ∆1,∆2 ≫ Γ. L’e´volution
temporelle de l’e´tat relais |3〉 peut eˆtre totalement e´limine´e de manie`re adiabatique car
l’e´mission spontane´e disparaˆıt, ce qui conduit a` un processus cohe´rent d’excitation Raman
a` 2 photons sur un syste`me effectif a` 2 niveaux d’e´nergie. On ajoute alors l’effet de recul
sur les e´tats internes de l’atome pour de´crire la se´paration du paquet d’ondes au cours
de l’interaction avec les champs lasers [33]. Une the´orie comple`te du pie´geage cohe´rent de
population doit contenir les degre´s de liberte´ externes de l’atome comme l’effet Doppler et
le recul induit par l’absorption du photon. Malheureusement l’e´mission spontane´e modifie
radicalement la distribution de la quantite´ de mouvement de l’atome. Lorsque le pie´geage
cohe´rent de population devient se´lectif en vitesse (”Velocity Selective Coherent Population
Trapping” en anglais), les atomes sont porte´s de manie`re ale´atoire dans un e´tat noir de
classe de vitesse nulle par le recul induit sous l’effet de l’e´mission spontane´e le long de
l’axe de propagation des faisceaux lasers. La traitement quantique d’un tel processus de
diffusion conduit a` la compression de la quantite´ de mouvement et a` un me´canisme de
refroidissement sub-recul qui lui est associe´ [34].
A partir de l’analyse perturbative de l’ensemble d’e´quations Eq. (2.34), on obtient des
expressions plus ge´ne´rales du taux de pompage τp(∆1,∆2) dans l’e´tat noir et du taux de
relaxation des oscillations cohe´rentes τosc(∆1,∆2). On trouve ainsi les expressions suivantes
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(voir l’article Phys. Rev. A. 84, 062502 (2011)) :
τosc(∆1,∆2) ∼
(
γc +
Ω21
γ˜2
+
Ω22
γ˜1
)−1
,
τp(∆1,∆2) ∼
(
Ω21
γ˜1
+
Ω22
γ˜2
)−1 [
1 + Υ˜
Ω22/γ˜2 − Ω21/γ˜1
Ω22/γ˜2 +Ω
2
1/γ˜1
]−1
,
(2.35)
avec la de´finition :
γ˜i =
∆2i + γ
2
i
γi
, i = 1, 2. (2.36)
Le rapport de branchement ge´ne´ralise´ Υ˜ s’e´crit :
Υ˜ =
3
Γ(Ω
2
1/γ˜1 − Ω22/γ˜2) + Υ
3
Γ(Ω
2
1/γ˜1 +Ω
2
2/γ˜2) + 1
, (2.37)
ou` Υ = (Γ31 − Γ32)/(Γ31 + Γ32). Ces temps caracte´ristiques d’e´volution des variables
atomiques sont parfaitement consistants avec l’e´quation Eq. (2.31) dans la base habille´e.
Un calcul exact du profil d’une re´sonance noire peut finalement eˆtre mene´ en re´gime
impulsionnel a` partir de la matrice densite´ en supposant le re´gime stationnaire atteint a`
la fin de l’impulsion de pre´paration τ ≫ τp(∆0) et en ne´gligeant la dure´e de mesure sur la
seconde impulsion τm 7→ 0. On obtient alors l’expression adiabatique d’un profil de franges
de re´sonance noire observe´es par transmission ou par fluorescence sur l’e´tat relais |3〉 :
ρ33(T ) =
 Ω22(∆n+1)Γγ˜2 − Ω21(∆n−1)Γγ˜1
1 + 3Γ(
Ω21
γ˜1
+
Ω22
γ˜2
)
1 +
√
µ2γ33 + µ
2
∆33 × |ρ12|e−γcT cos(δrT − Φ33)
Ω22(∆n+1)
Γγ˜2
− Ω21(∆n−1)Γγ˜1

(2.38)
ou` |ρ12| est le module de la cohe´rence Raman et ∆n = ρ22 − ρ11 l’inversion de population
atomique en re´gime stationnaire. On retrouve l’expression comple`te des variables |ρ12| et
∆n dans l’article Phys. Rev. A. 84, 062502 (2011). On note e´galement la pre´sence
d’un de´phasage atomique Φ33 induit par la cre´ation de la cohe´rence Raman qui s’e´crit :
Φ33 = tan
−1
[
µγ33 Im{ρ12} − µ∆33 Re{ρ12}
µγ33 Re{ρ12}+ µ∆33 Im{ρ12}
]
(2.39)
Afin de ve´rifier la validite´ de l’expression analytique de´termine´e par l’e´quation Eq. (2.38),
on compare cette forme de raie avec un calcul nume´rique re´alise´ a` partir des e´quations
d’e´volution Eq. (2.34) par la matrice densite´. On constate que lorsque l’on atteint le re´gime
de saturation optique, c’est a` dire que les fre´quences de Rabi qui pilotent l’interaction
laser deviennent du meˆme ordre de grandeur que le taux de relaxation Γ par e´mission
spontane´e, la solution adiabatique qui ne´glige l’influence du temps de mesure τm n’est plus
acceptable. Il est important de mentionner ici que la forme exacte du profil de raie d’une
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re´sonance noire (plus ge´ne´ralement d’une transition a` 2 photons re´sonnante avec un e´tat
interme´diaire) a fait l’objet de nombreux travaux the´oriques en spectroscopie atomique.
Lorsque le temps de vol libre devient nulle T → 0, on trouve une expression de la forme de
raie en parfait accord avec la solution stationnaire exacte rapporte´e dans l’article Phys.
Rev. A. 84, 062502 (2011). On peut d’ailleurs trouver, dans la litte´rature scientifique,
diffe´rentes expressions analytiques de ce profil de raie. Nous ne citerons que quelques
articles : celui de T. Hansch et P. Toschek sur la the´orie du laser amplificateur a` 3 niveaux
[35], l’article fondateur de E. Arimondo, G. Orriols [16] sur le profil de la re´sonance noire,
les travaux du groupe de Dehmelt sur la spectroscopie des ions pie´ge´s avec l’article de G.
Janik [36] et les travaux de B. Lounis et C. Cohen-Tannoudji [21] qui montrent le lien
entre la re´sonance noire et la re´sonance Raman avec les profils de Fano lorsque les deux
lasers, d’intensite´ diffe´rente, ne sont pas re´sonnants avec le niveau relais.
2.2.7 De´placement de fre´quence EIT/Raman stationnaire et dynamique
Nous terminons cette description des franges de re´sonance noire par l’e´valuation du
de´placement de fre´quence qui lui est associe´. Comme nous l’avions remarque´, la position
en fre´quence de la re´sonance noire ne se comporte pas comme une courbe de dispersion
habituelle en fonction du de´saccord ∆0 avec le niveau relais. Le de´placement lumineux ∆LS
habituellement donne´ par l’e´quation Eq. (2.29) est comple´tement modifie´ en pre´sence de
la cohe´rence Raman e´tablie entre les e´tats |1〉 et |2〉. Ce comportement tre`s inhabituelle a
fait l’objet d’interpre´tations parfois contradictoires. Je signale par exemple les travaux de
R.G. Brewer, E.L. Hahn [37] sur la spectroscopie laser a` 3 niveaux en re´gime stationnaire
qui va ensuite inspirer les travaux de E. Arimondo [19]. Ces travaux mentionnent un
de´placement de fre´quence de la re´sonance noire souvent associe´ au de´placement lumineux
des e´tats atomiques lorsque les lasers ne sont pas a` re´sonance avec le niveau relais. L’article
de Y. Stalgies, I. Siemers, B. Appasamy, P.E. Toschek [38] nous e´claire d’avantage sur
l’interpre´tation de la perturbation induite par les de´placements lumineux sur la position
en fre´quence de la re´sonance Raman (cas du profil de Fano-Feshbach) par une e´valuation
nume´rique compare´e a` des mesures expe´rimentales effectue´es sur un ion pie´ge´ mais semble
encore attribuer le de´placement en fre´quence de la re´sonance noire a` la formule Eq. (2.29).
Il est facile de de´terminer le de´placement de fre´quence a` partir du terme de de´phasage Φ33
accumule´e par la re´sonance noire en re´gime stationnaire. On obtient lorsque ∆1 ≈ ∆2 = ∆0
une expression perturbative d’un de´placement de fre´quence stationnaire de la forme :
δωstat33 ≈ −
1
T
tan−1
γc Ω
2
2Γ31γ2∆1−Ω21Γ32γ1∆2
γ1γ2(Ω22Γ31+Ω
2
1Γ32)
γc +
Ω21
γ2
+
Ω22
γ1
 , (2.40)
On retrouve cette forme analytique dans notre articlePhys. Rev. A. 84, 062502 (2011).
On remarque que pour une absence de de´cohe´rence Raman γc = 0, la frange de re´sonance
noire n’est jamais sensible au de´placement lumineux des e´tats atomiques qui de´finissent
la transition d’horloge. De plus, lorsque les fre´quences de Rabi sont e´gales Ω1 = Ω2, la
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Figure 2.10 – Evolution temporelle du de´placement de fre´quence dynamique δωdyn33 en
fonction du de´saccord en fre´quence ∆0 a` l’aide des e´quations Eq. (2.41) et Eq. (2.42)
lorsque la de´cohe´rence est inexistante γc = 0. (a) Dure´e de l’impulsion τ = 0.1 τp(0). (b)
τ = 10 τp(0). (c) τ = 100 τp(0). (d) τ = 1000 τp(0). La courbe continue est le re´sultat
obtenu avec le de´placement de fre´quence stationnaire en utilisant l’e´quation Eq. (2.40).
fre´quence d’horloge n’est pas perturbe´e meˆme en pre´sence d’un le´ger taux de de´cohe´rence.
Toutefois, il faut signaler que ce comportement en re´gime stationnaire n’est atteint que
pour une dure´e de l’impulsion de pre´paration infiniment longue devant le temps de pom-
page optique τ ≫ τp(∆0). On peut e´tablir, a` partir des e´quations Eq. (2.34), un en-
semble d’e´quations adiabatiques capables de de´crire, de manie`re analytique, l’e´volution
d’un de´placement de fre´quence dynamique. Il s’agit alors d’e´tablir les solutions tempo-
relles des parties re´elle Re{ρ12(τ)} et imaginaire Im{ρ12(τ)} de la cohe´rence Raman.
Ce de´placement de fre´quence avait e´te´ originellement e´tudie´ par le groupe de S. Ezekiel
du MIT dans les anne´es 1980 [39] au cours du de´veloppement d’un e´talon de fre´quence
micro-onde a` jet thermique de sodium par excitation Raman stimule´e [40, 41, 42, 43]. Le
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Figure 2.11 – Evolution temporelle du de´placement de fre´quence dynamique δωdyn33 en
fonction du de´saccord en fre´quence ∆0 a` l’aide des e´quations Eq. (2.41) et Eq. (2.42)
lorsque la de´cohe´rence vaut γc = 10
−4Γ. (a) Dure´e de l’impulsion τ = 10 τp(0). (b)
τ = 100 τp(0). (c) τ = 1000 τp(0). (d) τ = 10
5 τp(0). La courbe continue est le re´sultat
obtenu avec le de´placement de fre´quence stationnaire en utilisant l’e´quation Eq. (2.40).
de´placement de fre´quence dynamique s’e´crit maintenant :
δωdyn33 ≈
1
T
tan−1
[
µγ33 Im{ρ12(τ)} − µ∆33 Re{ρ12(τ)}
µγ33 Re{ρ12(τ)}+ µ∆33 Im{ρ12(τ)}
]
(2.41)
avec les e´quations d’e´volution de la cohe´rence ρ12(t) pilote´es pendant une impulsion laser
de dure´e τ par l’ensemble d’e´quations :
∆˙n(t) =− 2(Υ− 1)Ω1Im
{
Ω1(
1−∆n(t)
2 ) + Ω2ρ12(t)
∆1 − ıγ1
}
− 2(Υ + 1)Ω2Im
{
Ω2(
1+∆n(t)
2 ) + Ω1ρ
∗
12(t)
∆2 − ıγ2
}
ρ˙12(t) =− ı(∆1 −∆2 − ıγc)ρ12(t) + ıΩ2
[
Ω1(
1−∆n(t)
2 ) + Ω2ρ12(t)
∆1 − ıγ1
]
− ıΩ1
[
Ω2(
1+∆n(t)
2 ) + Ω1ρ12(t)
∆2 + ıγ2
]
(2.42)
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L’inversion de population initiale est de´finie par ∆n(0) = ρ22(0) − ρ11(0) = −1 et la
cohe´rence Raman initiale par ρ12(0) = 0. Les re´sultats de diffe´rentes simulations nume´riques
sont rapporte´s dans la figure Fig. (2.10), sans de´cohe´rence γc = 0 et dans la Fig. (2.11), en
pre´sence de de´cohe´rence γc = 10
−4Γ. On constate que lorsqu’il n’y a pas de de´cohe´rence,
la frange centrale ne se de´place pas quelles que soient les valeurs des fre´quences de Rabi.
Lorsque la de´cohe´rence ne peut pas eˆtre ne´glige´e, la frange centrale devient sensible au
de´placement lumineux induit par les deux lasers sur la transition d’horloge. Il est impor-
tant de noter que lorsque le de´saccord en fre´quence ∆0 n’est plus nul, le temps ne´cessaire
a` la cohe´rence Raman pour atteindre son re´gime stationnaire augmente aussi. Pour une
dure´e d’impulsion de pre´paration de l’ordre de τ ∼ 10τp(0), le de´placement de fre´quence
stationnaire Eq. (2.40) ne correspond au de´placement de fre´quence dynamique Eq. (2.41)
que pour des de´saccords en fre´quence ∆0 petits devant la largeur radiative Γ du niveau
interme´diaire.
2.3 Re´sonance atomique induite sur l’isotope bosonique 88Sr
Les horloges de nouvelle ge´ne´ration utilisent des espe`ces atomiques fermioniques (87Sr,
171Yb, 199Hg) refroidies puis pie´ge´es dans des re´seaux optiques dipolaires non dissipa-
tifs re´alise´s avec des lasers a` forte puissance. Cela repose essentiellement sur l’existence
de la longueur d’onde ”magique” qui induit un de´placement de fre´quence identique pour
les deux e´tats de la transition d’horloge [31]. La transition d’horloge des fermions est
faiblement permise par couplage hyperfin avec les niveaux excite´s triplets. En revanche,
pour un boson, le spin nucle´aire est nul entraˆınant la disparition d’un couplage dipolaire
e´lectrique entre les deux e´tats d’horloge. On ne peut donc pas en re´aliser directement la
spectroscopie laser. La sensibilite´ de la transition optique fermionique aux effets de fluc-
tuation de polarisation du laser re´alisant le pie`ge optique peut e´galement constituer une
limite a` l’exactitude relative de l’horloge au niveau relatif de 10−17. L’absence de spin
nucle´aire e´limine ce proble`me. Pour re´aliser une horloge avec un boson, plusieurs e´quipes
internationales de recherche ont donc propose´ des sche´mas originaux pour interroger la
transition atomique et atteindre une incertitude relative proche de 10−18. Je pre´sente les
niveaux d’e´nergie atomique des trois espe`ces bosoniques possibles pour une horloge sur la
Fig 2.12. Le groupe dirige´ par Jun Ye au JILA a` Boulder a propose´ en 2005 d’utiliser sur
le 88Sr la me´thode de la transparence induite e´lectromagne´tiquement en re´gime station-
naire pour observer la transition atomique bosonique a` 698 nm (voir le sche´ma de la figure
Fig 2.13(a). Le groupe a propose´ une horloge optique avec un syste`me a` 3 niveaux couple´s
par deux lasers entre les e´tats 1S0,
1P1 et
3P0. Un laser a` 1354 nm assure un couplage des
e´tats atomiques entre 3P0 et
1P1 conduisant a` une contamination radiative de l’e´tat excite´
3P0 qui active artificiellement la transition d’horloge
1S0 ↔3 P0 du boson [45]. Le laser
bleu de refroidissement a` 461 nm joue le roˆle d’un laser sonde qui de´tecte le transfert de
population induit par l’excitation d’une cohe´rence Raman entre les e´tats d’horloge 1S0 et
3P0. Le laser sur la transition de refroidissement est ope´rationnel depuis plusieurs anne´es
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mais le second laser ne´cessaire au processus de me´lange radiatif implique une interaction
dipolaire magne´tique de type M1. Ce couplage dipolaire sur la transition 1P1-
3P0 n’est
pas connu expe´rimentalement faisant reposer l’estimation de la force de raie sur un calcul
purement the´orique.
L’utilisation des lasers provoque un de´placement de fre´quence important de la tran-
sition atomique a` cause de la pre´sence d’autres e´tats atomiques non re´sonnants avec les
lasers de couplage. Le groupe du JILA estime qu’un couplage dipolaire magne´tique avec
une intensite´ infe´rieure au µW/cm2 est ne´cessaire pour obtenir une exactitude relative
infe´rieure a` 10−17 en re´gime stationnaire. Malheureusement, une correction en fre´quence
tole´rable aussi petite que 10 mHz sur la transition d’horloge n’est pas envisageable puis-
qu’il faut attendre 160 s afin d’assurer un pre´paration comple`te des superpositions entre
e´tats atomiques. Un autre groupe dirige´ par N. Forston a` Washington travaille sur l’yt-
terbium 174Yb. Ce groupe propose un sche´ma a` 4 niveaux avec des processus d’excitation
a` 3 photons [47]. Les trois lasers pour des transitions dipolaires e´lectriques sont de´ja`
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Figure 2.12 – Transitions optiques et longueurs d’onde magiques de quelques espe`ces
atomiques utilise´es pour des horloges optiques.
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Figure 2.13 – Diffe´rentes me´thodes spectroscopiques d’activation de la transition atomique
sur un boson. (a) Transparence induite e´lectromagne´tiquement (EIT), (b) Spectroscopie
induite par champ magne´tique. La premie`re observation expe´rimentale de la transition
sur l’ytterbium 174Yb dans un re´seau optique avec la spectroscopie induite par champ
magne´tique est e´galement pre´sente´e (voir ref [44]).
utilise´s quotidiennement pour la spectroscopie du nuage d’atomes froids. Toutefois, ces
lasers doivent eˆtre asservis en phase simultane´ment a` partir d’une re´fe´rence en fre´quence
commune a` l’aide d’un peigne de fre´quences optiques.
Enfin au NIST a` Boulder, le groupe de C. Oates et A. Ludlow propose, toujours sur
174Yb, une me´thode e´le´gante qui se fonde sur l’application d’un petit champ magne´tique
statique capable de me´langer les niveaux 3P1 et
3P0 pour induire un faible taux d’excitation
entre les e´tats d’horloge (voir le sche´ma de la figure Fig. 2.13(b)). Cette me´thode est plus
facile a` mettre en oeuvre et ne demande aucun laser additionnel [44, 48]. Un champ
magne´tique statique de 1 mT suffit pour obtenir un largeur de raie de 1 Hz et re´aliser la
spectroscopie avec un laser sonde de quelques 10 mW/cm2. Toutefois, le champ magne´tique
induit un de´placement quadratique Zeeman de la transition de plusieurs Hz et demande
un controˆle assez strict sur les fluctuations magne´tiques autour de 0.1 µT pour contraindre
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λm  813.4 nm

	
(ωp) λ = 461 nm
(ωd)  λ = 1354 nm 

η2


η1
Figure 2.14 – Diagramme de Grotrian du strontium [46] et sche´ma de couplage a` 3
niveaux propose´ par la re´fe´rence [45] pour re´aliser la spectroscopie de la transition d’horloge
bosonique a` 430 THz dans un re´seau optique a` 813.4 nm. Les de´placements de fre´quence
associe´s a` chaque e´tat d’horloge sont note´s η1 (
1S0) et η2 (
3P0).
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l’incertitude sur le de´placement Zeeman a` mieux que 1 mHz. Comme le taux d’excitation
de´pend du produit des de´placements Zeeman et lumineux, on peut relaxer la contrainte sur
le champ magne´tique en augmentant l’intensite´ du laser sonde et le de´placement lumineux
associe´ pour garantir une exactitude relative a` mieux que 10−17.
Face a` tous ces sche´mas d’interrogation possibles, la transparence induite sur l’isotope
bosonique 88Sr et la technique du me´lange magne´tique induit par un champ statique se sont
naturellement impose´es comme des me´thode spectroscopiques a` tre`s haute re´solution pour
observer une re´sonance atomique de tre`s faible largeur de raie sur une espe`ce bosonique.
2.3.1 Configuration radiative de l’e´tat relais 1P1 et temps de pompage
du 88Sr
Les alcalino-terreux contrairement aux alcalins posse`dent une configuration radiative
fortement assyme´trique qui permet de mesurer le transfert de population entre e´tats d’hor-
loge. Dans le Strontium, la transition optique dipolaire e´lectrique de refroidissement a`
461 nm a un taux d’e´mission spontane´e Γ461/2π = 32 MHz. La transition infrarouge
dipolaire magne´tique a` 1354 nm posse`de un taux d’e´mission spontane´e impose´ par la
de´sexcitation vers l’e´tat interme´diaire 1D2 soit Γ1354/2π ∼ 620 Hz (voir le diagramme
de Grotrian issu de la re´fe´rence [46] sur la figure Fig. 2.14). Ce rapport de branchement
Υ = (Γ461 − Γ1354)/(Γ461 + Γ1354) ≈ 1 repris de l’e´tude du syste`me a` 3 niveaux im-
plique que le pompage optique des atomes dans l’e´tat noir soit inte´gralement pilote´ par
la fre´quence de Rabi Ω2 associe´e a` la transition dipolaire magne´tique a` 1354 nm. Le laser
pour la transition dipolaire e´lectrique de type E1 est de´fini par sa fre´quence (ou pulsation)
de Rabi note´e Ω1 ≡ Ω461 = 〈3|−→d · −→E |1〉/2~. L’intensite´ de saturation de la transition
bleue est Isat = 43mW/cm
2. Le laser pour une transition dipolaire magne´tique de type
M1 et de moment magne´tique estime´ |m32| = 0.022µB est de´fini par sa fre´quence de Rabi
Ω2 ≡ Ω1354 = 〈3|−−→m32 · −→B |2〉/2~. Dans une premie`re approche en re´gime stationnaire, le
groupe du JILA avait de´termine´ la valeur de chaque couplage laser afin de garantir une
exactitude relative de l’ordre de 10−17 en supposant un controˆle des fluctuations d’intensite´
a` mieux que 1 % tout en conservant la valeur de la longueur magique du pie`ge a` 813.4 nm.
Les intensite´s requises e´taient I461 = 10 µW/cm
2 et I1354 = 4 mW/cm
2. Malheureuse-
ment, il faut un cycle de pompage de dure´e 160 s avant d’atteindre un profil de re´sonance
noire en re´gime stationnaire d’apre`s le temps de pompage optique estime´ avec la formule
Eq. 2.31. En pre´sence d’une de´cohe´rence γc = 250 mHz et afin d’atteindre des contrastes
raisonnables et des temps d’interaction acceptables, l’intensite´ du laser de la transition
dipolaire magne´tique doit eˆtre au moins de l’ordre de 100 mW/cm2. Cependant, comme
le de´placement de fre´quence de la transition d’horloge est pilote´ inte´gralement par la puis-
sance du laser dipolaire magne´tique, un de´calage de la fre´quence de plusieurs dizaines de
Hz est attendu (voir l’article Phys. Rev. Lett. 97, 233001 (2006)). J’ai donc developpe´,
pour le groupe du JILA, une e´tude pousse´e sur l’influence des de´placements lumineux sur
la transition d’horloge du 88Sr et j’ai e´tudie´ l’effet d’une se´quence EIT/Raman impul-
sionnelle sur la renormalisation des de´placements de fre´quences induits par la pre´sence
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du laser dipolaire magne´tique. Le groupe du JILA, dans le courant de l’anne´e 2006, sous
mon impulsion, de´cide de remplacer l’interaction continue par un sche´ma d’impulsions
EIT/Raman se´pare´es temporellement afin de re´aliser des de´phasages atomiques controˆle´s
capables d’e´liminer le de´placement lumineux tout en re´duisant le temps de pompage op-
tique ne´cessaire a` la pre´paration des e´tats atomiques (voir l’article Phys. Rev. Lett.
97, 233001 (2006)). En 2010 le groupe des horloges optiques du NIST qui cherchait
une me´thode susceptible de relaxer la contrainte sur le de´placement de fre´quence induit
par le champ magne´tique statique propose la technique de la spectroscopie Hyper-Ramsey
[13, 14].
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Figure 2.15 – (a) De´placements lumineux a` prendre en compte pour e´valuer la longeur
d’onde magique qui ne perturbe pas la transition d’horloge du 88Sr. (b) Evaluation des
polarisabilite´s atomiques des e´tats 1S0 et
3P0. Le cercle indique la re´gion spectrale dans
laquelle la polarisabilite´ atomique est identique pour les deux e´tats de la transition d’horloge
en absence des faisceaux lasers a` 461 nm et 1354 nm. (c) Le diagramme du Strontium
contient e´galement des e´tats non re´sonnants lorsque l’on utilise simultane´ment deux lasers
a` 461 nm et 1354 nm pour la spectroscopie a` 2 photons. Le de´saccord en fre´quence ∆0
avec le niveau relais 1P1 est e´galement indique´.
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2 photons JILA champ magne´tique NIST
δ → ∆eff ∆LS + i(Ω21 − Ω22) Γ/2∆20+Γ2/4 ∆LS
Ω→ Ωeff 2Ω1Ω2 ∆0+iΓ/2∆20+Γ2/4 2
ΩLΩB
∆0
∆→ ∆LS ∆ext + (Ω21 − Ω22) ∆0∆20+Γ2/4 ∆ext +
Ω2L−Ω2B
∆0
|3〉 c3 = −Ω1c1+Ω2c2∆0−iΓ/2 non
Table 2.1 – De´finitions des parame`tres de la fonction d’onde complexe. La quantite´
∆ext = η1 − η2 permet d’introduire de manie`re perturbative la contribution des niveaux
non re´sonnants sur la valeur de la fre´quence de transition d’horloge.
2.3.2 Compensation dynamique des de´placements lumineux pour une
horloge atomique a` 88Sr
Je pre´sente, dans ce paragraphe, un mode`le de fonction d’onde atomique avec des
e´nergies complexes ((voir l’article Phys. Rev. Lett. 97, 233001 (2006))) incluant la
pre´sence des de´placements lumineux qui perturbent la position en fre´quence de chaque
e´tat d’horloge 1S0 et
3P0 a` cause de la contribution des niveaux atomiques non re´sonnants
avec les lasers EIT/Raman a` 461 nm et 1354 nm. Il faut souligner que le mode`le de la
fonction d’onde incluant des e´nergies complexes de´crit a` proprement parler un syste`me
ouvert car la norme du vecteur d’e´tat n’est pas conserve´e au cours de l’e´volution tempo-
relle des variables atomiques pilote´e par un l’hamiltonien d’interaction non hermitique.
Le mode`le de la fonction d’onde s’applique aussi bien aux re´sonances noires qu’aux
techniques de spectroscopie Hyper-Ramsey et de spectroscopie par champ magne´tique
statique. Pour cela, on ge´ne´ralise le traitement matriciel du paragraphe sur la probabi-
lite´ de transition Hyper Ramsey en introduisant l’e´mission spontane´e du niveau relais,
le de´placements de fre´quence η1, η2 des e´tats d’horloge ∆ext = η1 − η2 et une nouvelle
de´finition de la pulsation effective ωeff e´tendue a` des taux d’excitation a` deux photons
ω2eff = ∆
2
eff +Ω
2
eff . Je de´finis e´galement la fre´quence de Rabi effective Ωeff et le de´saccord
effectif ∆eff a` l’aide des de´finitions rapporte´es dans le tableau Tab. 2.1. Bien que ce mode`le
puisse de´crire de manie`re satisfaisante les spectres observe´s pour des impulsions de courte
dure´e devant le temps de pompage optique, il est ne´cessaire d’e´valuer correctement les
profils de re´sonance a` l’aide des e´quations d’e´volution de la matrice densite´ Eq. 2.34. Il
est e´galement parfaitement adapte´ pour la spectroscopie induite par champ magne´tique
comme le montre la figure Fig. 2.13)(b) car on ne´glige comple´tement les processus de
relaxation sous l’effet d’un grand de´saccord ∆32 ≡ ∆0. Dans le cas de la spectroscopie
EIT/Raman, on fixe les conditions initiales sur les amplitudes c1(0) = 1 et c2(0) = 0, et
apre`s une impulsion laser de dure´e τ , un processus Raman a transfe´re´ l’atome de l’e´tat
|1〉 vers l’e´tat |2〉 ce qui se traduit par une amplitude de probabilite´ c2(t) 6= 0 en passant
par l’e´tat relais c3(t) a` l’instant t. On peut donc aussi e´valuer le de´phasage dynamique
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Figure 2.16 – (a) De´placement de fre´quence δν
3P0
1S0
calcule´ avec Eq. 2.43 dans le cas
d’une interaction EIT/Raman en fonction du de´saccord ∆0. Les intensite´s respectives
associe´es aux lasers sont de 10 nW/cm2 sur la transition a` 461 nm et de 125 mW/cm2
sur la transition a` 1354 nm. Le temps de pompage dans l’e´tat noir a` re´sonance est fixe´
a` τp = 5 s. (b) Profil de re´sonance sur l’e´tat
1S0 apre`s deux impulsions EIT de dure´e
identique τ = τm = 1 s et se´pare´es par le temps de Ramsey T=1s. Le profils de re´sonance
noire (•) est calcule´ a` partir des e´quations de la matrice densite´ Eq. 2.34 en se plac¸ant
a` la valeur du de´saccord en fre´quence (ici ∆0/2π ≈ 80MHz) obtenu par la me´thode de la
fonction d’onde complexe.
accumule´ par l’e´volution temporelle de l’amplitude de diffusion c3(t) associe´e a` l’e´tat relais.
Ce mode`le a e´te´ e´galement e´tudie´ en de´tail dans la re´fe´rence [49]. Il permet, lorsque
T ≥ τ, τm, de de´duire des expressions analytiques des de´placements de fre´quence associe´s
aux de´phasages atomiques Φ
3P0
1S0
et Φ1P1 accumule´s au cours de la se´quence d’impulsions
lasers sur les e´tats d’horloge 1S0 et
3P0 :
δν
3P0
1S0
=
1
2π (T + (τ + τm)/2)
tan−1
[
M−(τm)
M†(τm)
· M†(τ)
M+(τ)
]
(2.43)
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Figure 2.17 – (a) De´placement de fre´quence δν
3P0
1S0
calcule´ avec Eq. 2.43 en fonction du
de´saccord ∆0 lorsque les intensite´s associe´es aux lasers sont maintenant de 100 nW/cm
2
sur la transition a` 461 nm et de 500 mW/cm2 sur la transition a` 1354 nm. (b) Profil de
re´sonance sur l’e´tat 1S0. Le profil de re´sonance noire (•) est calcule´ a` partir des e´quations
de la matrice densite´ Eq. 2.34 en se plac¸ant a` la valeur du de´saccord en fre´quence (ici
∆0/2π ≈ 200MHz). Le transfer de population atteint est de 60 %.
et sur l’e´tat relais 1P1 :
δν1P1 =
1
2π (T + (τ + τm)/2)
tan−1
[
Ω2M−(τm) + Ω1M†(τm)
Ω2M†(τm) + Ω1M+(τm)
· M†(τ)
M+(τ)
]
(2.44)
Comme la phase acumule´e par la fonction d’onde atomique de´pend du temps d’interaction,
on peut obtenir un controˆle tre`s fin de celle-ci en fonction des dure´es de chaque impulsion
laser et en jouant sur le rapport des intensite´s lumineuses a` 461 nm et 1354 nm. Lorsque le
bon rapport entre les intensite´s est obtenu, les courbes de de´placement de la frange centrale
de re´sonance noire se croisent en un point particulier qui est le de´saccord en fre´quence
”magique” (∆0)m que l’on doit appliquer par rapport au niveau relais afin de compenser
le de´placement de fre´quence de la re´sonance atomique. La me´thode de calcul qui repose
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Figure 2.18 – (a) De´placement de fre´quence δν
3P0
1S0
en fonction du de´saccord ∆0 obtenu
avec Eq. 2.43 pour une se´quence Raman Ramsey telle que τ = τm = 0.5s et T= 5s
avec Ω1 =
15√
3
√
π∆0, Ω2 =
0.1√
3
√
π∆0 (courbe noire continue ) et se´quence Hyper-Raman
Ramsey avec τ = 0.5s et τm = 1.5s (courbe bleue continue). Le de´saccord ”magique”
vaut ∆0/2π ≈ 8.2 GHz (indique´ par le rectangle). (b) Simulation nume´rique du profil de
raie Hyper-Raman Ramsey obtenu a` partir de Eq. 2.34 avec Ω1 and Ω2 correspondants
respectivement a` des intensite´s lasers de ∼ 5.2 µW/cm2 et de 670 mW/cm2. Les points •
proviennent d’une simulation avec les e´quations Eq. 2.34.
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88Sr
EIT/Raman EIT/Raman Hyper-EIT/Raman
I1 (mW/cm
2) 10−5 10−4 5 10−3
I2 (W/cm
2) 0.13 0.50 0.67
∆ext/2π (Hz) -4.4 -17 -24
(τ, τm) (s) (1,1) (1,1) (0.5,1.5)
(∆0)m/2π (GHz) 0.08 0.2 8.2
fraction atomique (1S0) 20% (
1S0) 60% (
1S0) 100%
incertitude < 5mHz < 10mHz < 1mHz
Table 2.2 – Parame`tres atomiques (intensite´s lasers I1, I2, de´sacccord en fre´quence
(∆0)m/2π, dure´es des impulsions τ, τm) ne´cessaires pour observer la transition d’horloge
a` 430 THz du 88Sr corrige´e du de´placement lumineux ∆ext/2π. L’incertitude sur la me-
sure de la fre´quence est estime´e a` partir d’un de´saccord (∆0)m/2π controˆle´ a` 100 kHz en
supposant ne´gligeable les fluctuations d’intensite´ des lasers.
sur la matrice densite´ et la fonction d’onde complexe est pre´sente´e dans l’article Phys.
Rev. Lett. 97, 233001 (2006).
Les parame`tres lasers (rapport des intensite´s et de´saccord en fre´quence avec le niveau
relais) sont calcule´s a` partir de mon mode`le de fonction d’onde combine´ aux e´quations de
la matrice densite´ avec l’objectif d’observer un transfert de population important entre
les e´tats d’horloge 1S0 et
3P0. La de´tection de la re´sonance atomique a` 2 photons peut
eˆtre re´alise´e sur l’e´tat |1P1〉 par fluorescence ou par transmission optique. La de´tection
des flux de population atomique est e´galement possible car le rapport de branchement par
e´mission spontane´e est asyme´trique dans les alcalino-terreux e´tudie´s dans ce me´moire. Il
suffit d’utiliser un laser qui mesure la fraction de population transfe´re´e entres les e´tats
d’horloge |1S0〉 et |3P0〉 comme on le fait habituellement pour une horloge atomique [50].
En re´gime stationnaire, l’exactitude relative tombe rapidement a` 10−16 pour des intensite´s
I1354 = 125 mW/cm
2 et I461 = 20 nW/cm
2 en supposant un controˆle de l’intensite´ laser
au %, avec un de´placement de fre´quence de l’ordre de 4 Hz a` 430 THz. Sur la figure
Fig. 2.16(a), on a trace´ le de´placement de fre´quence dynamique δν
3P0
1S0
de l’horloge en
fonction du de´saccord en fre´quence ∆0/2π en MHz pour un rapport Ω1/Ω2 ≈ 15. Pour
diffe´rentes dure´es d’interaction τ = τm, on observe que les courbes de de´placement de
la fre´quence d’horloge se croisent vers un de´saccord en fre´quence proche de 80 MHz.
On introduit ensuite cette valeur dans les e´quations Eq. 2.34. On obtient, sur la figure
Fig. 2.16(b), un profil de re´sonance avec des oscillations en fre´quence dont la pe´riode est
de´termine´e par le temps de Ramsey ici fixe´ a` T= 1 s. Une fraction de population de 20 %
est transfe´re´e de l’e´tat 1S0 vers l’e´tat
3P0. On peut e´galement choisir un autre rapport
Ω1/Ω2 ≈ 23.5 tel que le de´saccord en fre´quence trouve´ soit proche de 200 MHz comme
le montre la figure Fig. 2.17(a). Le profil de re´sonance, correspondant a` une fraction
de population de 60 % transfe´re´e de l’e´tat 1S0 vers l’e´tat
3P0, est pre´sente´e sur la figure
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Fig. 2.17(b). Sur la figure Fig. 2.18(a), on a trace´ le de´placement de fre´quence δν
3P0
1S0
lorsque
les intensite´s lasers sont e´leve´es. Le de´saccord en fre´quence obtenu pour compenser la
correction en fre´quence sur la transition d’horloge est proche de 8.2 GHz. Il est inte´ressant
de constaster que l’allure du de´placement de fre´quence de la figure Fig. 2.18(a) est tre`s
proche du de´placement calcule´ en spectroscopie Hyper-Ramsey (voir le paragraphe sur
la probabilite´ de transition Hyper-Ramsey). Avec un de´saccord aussi e´leve´, l’e´mission
spontane´e ne joue plus aucun roˆle et en re´alite´ il s’agit d’une interaction Hyper-Ramsey
pilote´e principalement par l’aire des impulsions lasers. Le transfert de population de la
figure Fig. 2.18(b) atteint ici pratiquement 100 %.
Les calculs pre´ce´dents supposent que l’on se place dans un re´gime d’excitation EIT/Raman
relativement de´saccorde´ en fre´quence ∆0 ≈ Γ par rapport au niveau relais 1P1. C’est donc
la de´tection des population atomiques sur les e´tats 1S0 et
3P0 qui est le plus efficace pour
assurer un fonctionnement en mode horloge.
Les parame`tres atomiques optimaux en re´gime EIT/Raman ou Hyper-Ramsey sont
regroupe´s dans le tableau Tab. 2.2 pour le strontium 88Sr. Le groupe du NIST, avec A.
Ludlow et C. Oates, m’a fourni tre`s re´cemment les donne´es ne´cessaires afin de de´terminer
Figure 2.19 – Sche´mas des diffe´rentes techniques possibles pour re´aliser la spectroscopie
d’un boson en supposant une largeur γ de la re´sonance fixe´e a` 0.5 Hz et 10 Hz. Tableau
extrait de la re´fe´rence [50].
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l’effet d’une renormalisation du de´placement lumineux par spectroscopie EIT/Raman im-
pulsionnelle sur l’ytterbium 174Yb. Sur la figure Fig. 2.19, diffe´rentes me´thodes de spec-
troscopie laser en re´gime continu ou impulsionnel applique´es sur le strontium 88Sr sont
regroupe´es et e´value´es en terme de correction de fre´quence applique´e sur la transition
d’horloge en fonction de la largeur de la re´sonance [50].
2.3.3 Dispositif expe´rimental des faisceaux EIT/Raman a` 430 THz
Le montage expe´rimental retenu pour stabiliser la diffe´rence de fre´quence a` 430 THz
repose sur la ge´ne´ration d’une longueur d’onde dans le rouge a` l’aide d’une diffe´rence de
fre´quences optiques re´alise´e dans un cristal de PPKTP (Phosphate de potassium titanyl
pe´riodiquement polarise´) en simple passage. Ce cristal est transparent entre 400 nm et
4000 nm et sa susceptibilite´ non-line´aire est suffisamment importante pour assurer un ren-
dement de conversion efficace. Le couplage entre les ondes a` 1354 nm et 461 nm est re´alise´
par quasi-accord de phase dans le mate´riau ferroe´lectrique. Le signe de la susceptibilite´ est
inverse´ apre`s chaque traverse´e d’une zone correspondante a` un maximum de conversion
parame´trique entre les ondes lumineuses. Cela permet d’assurer une conversion qui croˆıt de
manie`re quadratique sur toute la longueur du mate´riau. Le choix du quasi-accord de phase
permet e´galement de s’affranchir du phe´nome`ne de walk-off en garantissant la coline´arite´
des 3 ondes pendant leur propagation dans le cristal. La conversion parame´trique produit
un signal en sortie du cristal a` la longueur d’onde rouge de 698 nm. Afin d’obtenir une puis-
sance lumineuse de quelques µW, la longueur ne´cessaire du cristal est au moins de 15 mm
(e´paisseur de 2 mm). Celui-ci est place´ dans un four afin de maintenir une tempe´rature
autour de 40➦c pour assurer le maximum conversion parame´trique. En me´langeant jus-
qu’a` 30 mW a` 1354 nm et 15 mW a` 461 nm, nous avons obtenu en simple passage une
puissance laser en sortie du cristal a` 698 nm de 3 a` 5 µW apre`s filtrage en fre´quence. On
effectue ensuite un battement entre l’onde produite par conversion parame´trique et une
fraction de l’onde laser issue de la diode a` 698 nm stabilise´e sur la cavite´ de re´fe´rence de
tre`s haute finesse. La diffe´rence de fre´quence obtenue est centre´e a` 400 MHz et de´tecte´e
par une photodiode rapide a` 1 GHz puis envoye´e dans l’e´lectronique d’asservissement du
laser a` 1354 nm afin de maintenir une diffe´rence de fre´quence optique e´gale a` 430 THz
avec la source laser bleue stabilise´e par absorption sature´e a` 461 nm. On donne sur la fi-
gure Fig. 2.20 le spectre du battement de fre´quence enregistre´ sur un analyseur de spectre
lorsque l’asservissement sur la cavite´ de pre´-stabilisation du laser d’horloge a` 698 nm est
active´. Le spectre du battement de fre´quence contient une fre´quence centrale de largeur
10 Hz a` -3 dB et deux re´sonances satellites produites par une mauvaise isolation e´lectrique
de l’alimentation a` haute tension de la pompe ionique du PMO. D’apre`s la densite´ spec-
trale de puissance inte´gre´e, le spectre contient 80 % de la puissance laser totale utilise´e.
Depuis, les deux re´sonances satellites du spectre ont e´te´ e´limine´es par le groupe du JILA.
2.3.4 Conclusions et perspectives
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Figure 2.20 – Sche´ma du montage expe´rimental pour la spectroscopie par re´sonance noire
sur le strontium 88Sr avec le spectre expe´rimental du battement de fre´quence stabilise´ par
la boucle d’asservissement e´lectronique entre la diffe´rence de fre´quence obtenue a` travers
le cristal nonline´aire et le laser d’horloge ultra-stable a` 698 nm.
Mes travaux de recherche sur les re´sonances noires ont permis de montrer qu’il e´tait
possible de re´aliser la spectroscopie a` tre`s haute re´solution, dans des structures atomiques
complexes, de transitions permises et interdites. L’application simultane´e des re´sonances
noires avec la technique de spectroscopie de Ramsey permet non seulement la mesure a`
tre`s haute re´solution de la fre´quence de transitions dipolaires magne´tiques sur des alcalins
comme je l’avais de´montre´ expe´rimentalement au SYRTE pendant ma the`se mais aussi
d’envisager de´sormais la spectroscopie laser a` tre`s haute re´solution de transitions inter-
dites sur des alcalino-terreux pour re´aliser de nouvelles horloges optiques.
Depuis 2010 et la nouvelle proposition du groupe des horloges du NIST d’appliquer la
spectroscopie induite par champ magne´tique avec la me´thode Hyper-Ramsey pour re´duire
la sensibilite´ de la transition d’horloge aux fluctuations d’intensite´ du laser ou a` l’ampli-
tude du champ magne´tique statique, j’ai essaye´ d’e´largir le travail entrepris initialement
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sur les re´sonances noires aux transitions Raman. Le mode`le de la fonction d’onde a` e´nergies
complexes a permis de mettre en e´vidence les avantages me´trologiques de la spectroscopie
Hyper-Ramsey et de la spectroscopie EIT/Raman avec la manipulation des e´tats internes
atomiques a` l’aide de de´phasages induits par la pre´sence de cohe´rences quantiques. Le
de´placement de fre´quence provoque´ par les de´placements lumineux sur chaque e´tat d’hor-
loge est renormalise´ sous l’effet d’une se´quence temporelle d’impulsions lasers. Une forme
”d’inge´nierie quantique” permet alors, par un choix judicieux des parame`tres lasers, de s’af-
franchir de ce de´placement et meˆme d’en re´duire la sensibilite´ aux fluctuations re´siduelles
de champs e´lectromagne´tiques qui interrogent l’atome.
Plus re´cemment, il semble que notre article Phys. Rev. Lett. 97, 233001 (2006)
est e´galement inspire´ des travaux mene´s par des e´quipes de recherche sur la spectrosco-
pie vibrationnelle par transition Raman en physique des mole´cules froides [51, 52, 53].
Ces travaux mentionnent l’existence de ”fre´quences Raman magiques” qui permettent
de garantir des mesures de pre´cision de fre´quences de transitions rovibrationnelles sur
des mole´cules froides au niveau relatif de 10−16 afin d’e´tudier la stabilite´ temporelle de
constantes fondamentales comme le rapport mp/me. J’ajoute pour finir que la spectrosco-
pie impulsionnelle par re´sonance noire pourrait eˆtre utile pour une meilleure caracte´risation
des longueurs d’onde de diffusion des atomes dans l’e´tude de la formation des condensats
de Bose-Einstein et la photoassociation mole´culaire [54, 55].
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Exact and asymptotic line shape expressions are derived from the semiclassical density matrix representation
describing a set of closed three-level  atomic or molecular states including decoherences, relaxation rates,
and light shifts. An accurate analysis of the exact steady-state dark-resonance profile describing the Autler-
Townes doublet, the electromagnetically induced transparency or coherent population trapping resonance, and
the Fano-Feshbach line shape leads to the linewidth expression of the two-photon Raman transition and frequency
shifts associated to the clock transition. From an adiabatic analysis of the dynamical optical Bloch equations
in the weak field limit, a pumping time required to efficiently trap a large number of atoms into a coherent
superposition of long-lived states is established. For a highly asymmetrical configuration with different decay
channels, a strong two-photon resonance based on a lower states population inversion is established when the
driving continuous-wave laser fields are greatly unbalanced. When time separated resonant two-photon pulses
are applied in the adiabatic pulsed regime for atomic or molecular clock engineering, where the first pulse is long
enough to reach a coherent steady-state preparation and the second pulse is very short to avoid repumping into
a new dark state, dark-resonance fringes mixing continuous-wave line shape properties and coherent Ramsey
oscillations are created. Those fringes allow interrogation schemes bypassing the power broadening effect.
Frequency shifts affecting the central clock fringe computed from asymptotic profiles and related to the Raman
decoherence process exhibit nonlinear shapes with the three-level observable used for quantum measurement.
We point out that different observables experience different shifts on the lower-state clock transition.
DOI: 10.1103/PhysRevA.84.062502 PACS number(s): 32.70.Jz, 32.80.Qk, 37.10.Jk, 06.20.Jr
I. INTRODUCTION
In the 1930s, molecular-beam magnetic resonance tech-
niques achieved very high precision allowing the observation
of atomic and molecular systems essentially in total isolation
[1]. The Rabi method revealed coupling interactions between
internal energy states and provided plenty of information not
only on atomic and molecular structure, but also on nuclear
properties. In the 1950s, Ramsey realized a scheme with much
higher resolution by increasing the interaction time between
the atom or molecule and the oscillating field [2]. Still today,
this technique provides the highest resolution in order to follow
a dynamical evolution of wave functions and probe their
phase accumulations. Control and elimination of systematic
frequency shifts dephasing a wave function oscillation at
a natural Bohr frequency are fundamental tasks to achieve
precision measurement [3].
An alternative tool to probe by the Rabi or Ramsey
sequences, for a dipole-forbidden transition, is to radiatively
mix the atomic or molecular states. As an example, without
natural state mixing from a spin-orbit interaction, a long-lived
Raman coherence between a ground state and a long-lived
*thomas.zanon@upmc.fr
(as in alkali metals) or metastable (as in two-electron atoms)
level, to be referred as clock states, can be established by a
two-photon process via an upper excited level, thus forming
a three-level  system. The properties of such a system
are strongly determined by an optical pumping mechanism
leading to a formation of a dark resonance associated with a
trapping of the atomic population in a coherent superposition
of states [4–10]. Since such quantum superposition states are
radiatively stable, the associated Raman coherence production
leads to extremely narrow dark resonances allowing high-
resolution frequency measurements [11]. Such coherences
were explored for single trapped ions [12,13], microwave
clocks [14], microwave chips [15,16], optical lattice clocks
[17], multiphoton excitations [18,19], and nuclear clocks [20].
Similar coherent superpositions are used in solid-state physics
for quantum information [21], in superconducting circuits
[22,23], in a single impurity ion inserted into a crystal [24],
in quantum dots [25] with protection against random nuclear
spin interactions [26], and in optomechanical systems [27,28].
They are also actively considered within the future challenge
of realizing nuclear systems for quantum optics in the x-rays
region [29,30]. Dark resonances, largely exploited in quantum
optics, have been extended to the preparation of molecules in
rovibrational ground states [31] and to coherent superposition
of atomic or molecular states in order to measure atomic
062502-11050-2947/2011/84(6)/062502(17) ©2011 American Physical Society
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scattering lengths and lifetimes of exotic molecular states
[32–35].
Three-level narrow resonances are associated to quantum
interferences produced by amplitude scattering into different
channels and are strongly dependent on the configuration
intensities and detunings [36,37]. Such different line shapes
were associated to quantum interferences as the Autler-Townes
(AT) splitting of the resonance [38], the Fano-Feshbach (FF)
canonical form [39], and the dark-resonance (DR) line shape
[8] known as coherent population trapping (CPT) [6,40] or
electromagnetically induced transparency (EIT) [41,42].
Accurate calculation of the line shape for a quantum
superposition resonance requires numerical integration of the
Bloch’s equations. The literature reports on efforts to establish
approximate analytic equations applicable to each particular
case and, in a few cases, exact but rather complex ones
[5,10,43–48]. The application of  schemes to high accuracy
atomic clocks, in microwave or optical domains, requires us
to determine precisely the physical processes affecting the
resonance line shape and the shifts of the clock frequency. For
that purpose this work provides a careful analysis of the line
shape dependence on different parameters characterizing the
atomic or molecular system under investigation.
The standard clock interrogation of a three-level system
involves continuous excitation of the two lower states while
sweeping through the Raman resonance. For that regime,
starting from the steady-state analytical solution of three-level
optical Bloch equations, we derive the exact expression of
the resonance line shape where the role of the relaxations and
dephasing rates determining the absorption profile is expressed
with a physical meaning. Our detailed discussion of key line
shape parameters expands previous analysis [5,6,10,13,36,37].
We show that Autler-Townes, CPT, EIT and FF line shapes
are associated to a universal two-photon resonance line
shape depending on system parameters [49]. The analytical
expressions for the frequency shift associated either to the FF
extrema or to the EIT resonance point out dependencies not
obvious in a perturbation treatment.
An alternative clock operation scheme is based on a
Raman-Ramsey scheme with the application of time separated
but resonant two-photon pulses, experimentally introduced
in the microwave domain [50,51] and extended to rubidium
cold atoms [52]. This operation was inspired by the Ezekiel’s
group work at MIT on a thermal beam of sodium atoms
[53]. While in the standard Ramsey approach, a coherent
superposition of clock states in the bare atomic or molecular
basis is dynamically produced by a π/2 pulse depending on
pulse duration and laser power; the coherent superposition,
in the three-level two-photon approach, is created by an
optical pumping process long enough to reach a steady state.
This scheme overcomes the power broadening mechanism of
the continuous-wave resonance allowing us to obtain high
contrasted signals in a saturation regime. This idea was
extended in Refs. [54–56] to the realization of EIT-Raman (and
hyper-Raman) optical clocks with alkaline-earth-metal atoms.
The time-separated and individually tailored laser pulses may
be designed to create an atomic coherent superposition while
eliminating offresonant ac Stark contributions from external
levels modifying the optical clock resonance [54]. For the
regime of the first laser pulse long enough to produce an
efficient coherent superposition, we present here a detailed
analysis describing the dependence of the DR line shape on
the system parameters.
Within the quantum clock framework, the determination
of line shapes and resonance shifts in different experimental
configurations remains an important issue, to be carefully
investigated within the present work. An important result
of the present analytical and numerical analysis for the
resonance frequency shift of a three-level quantum clock is
that different line shapes versus the optical detunings are
obtained depending on the experimentally detected population
or coherence observable.
The  system and the Bloch’s equations for an homoge-
neous medium are introduced in Sec. II, where an adiabatic
analysis of the time dependent equations determines the ap-
proximated time scale required to produce an efficient atomic
or molecular coherent superposition. Section III establishes an
exact treatment of the excited state steady-state regime and
derives the key informations on the dark-resonance line shape.
In Sec. IV, we derive the steady-state profile of a two-photon
resonance between clock states. In Sec. V, we focus our
attention on the Raman coherence line shape observed between
clock states. Finally Sec. VI analyzes DR fringes produced
with resonant two-photon pulses separated in time mixing
steady-state properties and Ramsey oscillations. A detailed
analysis of the fringe properties is derived in the adiabatic
regime where the first pulse establishes a steady-state solution
and the probe pulse duration vanishes. Instead only dynamical
properties of these phase shifts were demonstrated in Refs.
[54,55,57,58]. In the Appendix A, we rewrite line shape popu-
lation solutions in terms of generalized multiphoton transition
rates enhancing one- and two-photon transition rates in the
three-level system. We finally derive in Appendix B a first order
analytical expression of the central fringe Raman frequency
shift associated to the pulsed dark-resonance line shape.
II. THREE-LEVEL OPTICAL BLOCH EQUATIONS
The Doppler-free three-level system presented in Fig. 1 is
described by the density matrix ρij (i,j = 1,2,3) obeying the
Liouville equation
d
dt
ρij =
1
ih¯
∑
k
(Hi,kρk,j − ρi,kHk,j )+Rρij . (1)
The coupling of the three atomic or molecular states to
two coherent radiation fields, see Fig. 1, is described within
the rotating wave approximation (RWA) by the following
Hamiltonian:
H = h¯
⎛⎜⎝1 0 10 2 2
1 2 0
⎞⎟⎠, (2)
where 1 and 2 are the detunings of the two fields.
Depending on the transition the Rabi frequencies 1 and
2 driving the system are determined by the product either
between the electric dipole and the electric field amplitude or
between the magnetic dipole and the magnetic field amplitude.
It is worth noticing that Rabi frequencies defined here are half
of the definition of Ref. [59]. The matrix Rρij taking into
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FIG. 1. (Color online) Closed three-level  configuration in the
density matrix representation including relaxation rates Ŵ31,Ŵ32, and
decoherences γ1,γ2,γc. Optical detunings are 1, 2. The parameter
δr = 1 −2 defines the Raman resonance condition. 1 and 2
define the couplings with the applied laser fields. |1〉 and |2〉 are the
clock states while |3〉 is the excited state.
account relaxation and decoherence phenomena is written
Rρij =
⎛⎜⎝Ŵ31ρ33 −γcρ12 −γ1ρ13−γcρ21 Ŵ32ρ33 −γ2ρ23
−γ1ρ31 −γ2ρ32 −Ŵρ33
⎞⎟⎠. (3)
The total spontaneous emission rate Ŵ is composed by the
Ŵ31,Ŵ32 rates (with Ŵ = Ŵ31 + Ŵ32) describing either an alka-
line (Ŵ31 ≈ Ŵ32) or an alkaline-earth (Ŵ31 = Ŵ32) three-level
decay configuration. Optical coherences are relaxed with terms
γ1,γ2, where γ1 + γ2 = γ . In a pure radiative process [59],
optical decoherences are related to spontaneous emission rates
by the relation γ1 = γ2 = (Ŵ31 + Ŵ32)/2. The ρ12 decoherence
is described by the γc dephasing term. The optical Bloch
equations describe the temporal evolution of the density matrix
elements in the RWA as [49]
dρ11
dt
= −21Im{ρ13} + Ŵ31ρ33,
dρ22
dt
= −22Im{ρ23} + Ŵ32ρ33,
dρ33
dt
= 21Im{ρ13} + 22Im{ρ23} − Ŵρ33,
(4)
dρ13
dt
= −[γ1 + i1]ρ13 + i2ρ12 − i1(ρ33 − ρ11),
dρ23
dt
= −[γ2 + i2]ρ23 + i1ρ21 − i2(ρ33 − ρ22),
dρ12
dt
= −[γc + i(1 −2)]ρ12 + i2ρ13 − i1ρ32,
with ρji = ρ∗ij . The population conservation of the closed
system is given by ρ11 + ρ22 + ρ33 = 1. The optical detunings
will be related to the Raman detuning δr by 1 = 0 and
2 = 0 − δr . 0 represents the common optical detuning
for a configuration where one laser is fixed while the other is
frequency scanned. Notice that within the approach of deriving
the 1,2 laser modes from a single source by modulation at
frequency δr , with 1 = 0 ± δr/2 and 2 = 0 ∓ δr/2, the
light-shift derivation should be modified.
Equations (4) describe the transient dynamics and the
steady state of populations and quantum coherences. A
complete state mixing is reached when all atoms or molecules
have been pumped efficiently into the dark state, a coherent
superposition of the lower states. Thus, a pumping time
is required to achieve an optimal atomic fraction trapped
into the coherent state superposition. We derive such time
scale evolution from Eq. (4) by an adiabatic elimination of
the time derivative, dρ33(t)/dt = dρ13(t)/dt = dρ23(t)/dt ≡
0 for pulse durations greater than Ŵ−131 ,Ŵ
−1
32 , as the population
ρ33 and optical coherences ρ23 and ρ13 evolve more quickly
than the populations ρ11, ρ22 and the Raman coherence ρ12.
We investigate the dynamics of the three-level  systems
using various combinations of long and short two-photon
pulses separated in time. A straightforward temporal analysis
of the resulting adiabatic set, similar to NMR equations
[60,61], exhibits two damping times: τosc, determining the
phase memory of the Raman coherence precession (equivalent
to a transversal or spin-spin relaxation rate), and τp, which de-
termines the typical population transfer into the dark state su-
perposition (similar to a longitudinal or spin-lattice relaxation
rate) [62]. At low optical saturation 1,2 ≪ Ŵ,γ , we have
τosc(0) ∼
(
γc +
21
γ˜2
+
22
γ˜1
)−1
,
(5)
τp(0) ∼
(
21
γ˜1
+
22
γ˜2
)−1[
1+ ϒ˜
22/γ˜2 −
2
1/γ˜1
22/γ˜2 +
2
1/γ˜1
]−1
,
where we have introduced the following generalized relaxation
rates:
γ˜i =
2i + γ
2
i
γi
, i = 1,2. (6)
The ϒ˜ generalized branching ratio difference is
ϒ˜ =
3
Ŵ
(
21
/
γ˜1 −
2
2
/
γ˜2
)
+ ϒ
3
Ŵ
(
21
/
γ˜1 +
2
2
/
γ˜2
)
+ 1
, (7)
with the ϒ normalized branching ratio given by
ϒ = (Ŵ31 − Ŵ32)/(Ŵ31 + Ŵ32). The τosc and τp time scales
play a key role on the population transfer between atomic
or molecular states [54]. Indeed, optical coherences are
efficiently generated only when the 1 and 2 Rabi
frequencies are applied for a time τ exceeding Ŵ−131 ,Ŵ
−1
32 . A
short pulse duration havingŴ−131 ,Ŵ
−1
32 < τ < τp will be Fourier
limited and will lead to a weak contrast resonance profile,
whereas a long pulse with τ ≫ τp ≫ Ŵ−131 ,Ŵ
−1
32 will eliminate
all time dependencies in line shape and frequency shifts. This
regime is latter examined within the following section.
III. THE STEADY-STATE LINE SHAPE OF ρ33
A. The dark resonance
In examining the steady-state situation with all time
derivatives in Eq. (4) set to zero, we find the exact expression
for the population of the upper state ρ33,
ρ33 = S
 (1 −2)2 + γcγeff
(1 −2)[1 −2 −f ]+ Ŵ2eff
, (8)
where 1 −2 = δr is the Raman detuning. The expression
of f , the frequency shift affecting the Raman detuning, and
Ŵeff , the half-width of the two-photon resonance, are reported
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in the following subsection. The coherence decay rate is γeff =
γc + γ
∗ with the γ ∗ saturation rate of the Raman coherence
given by
γ ∗ =
21
γ2
+
22
γ1
. (9)
Notice that γeff coincides with τ−1osc for the 1 = 2 = 0
resonant laser case.
S of Eq. (8) represents the signal amplitude. It contains the
broad features of the ρ33 dependence on the optical detunings
1,2. The fraction on Eq. (8), whose values lie in the [0, 1]
interval, determines the ρ33 narrow variation with the Raman
detuning 1 −2. The three-level signal amplitude S is
given by
S =
S
1+
(
3− Ŵ
γ
)
S +

2
2
2
1+
2
1
2
2
γ1γ2
, (10)
where we introduced the normalized dimensionless Rabi
frequencies [63]

2
1 = 
2
1
Ŵ32γ1
21Ŵ32γ2 +
2
2Ŵ31γ1
,
(11)

2
2 = 
2
2
Ŵ31γ2
21Ŵ32γ2 +
2
2Ŵ31γ1
.
The saturation parameter S driving the population exchange
between energy levels is determined from Einstein’s rate
equations as
S = 2
21
2
2(
Ŵ32γ2
2
1 + Ŵ31γ1
2
2
) . (12)
The imaginary parts of optical coherences are related to the
excited state line shape expression by the relation:
Im{ρi3} =
Ŵ3i
2i
ρ33 (i = 1,2). (13)
Therefore their line shape is equivalent to that of ρ33.
In Appendix A, we recast all population line shapes in terms
of multiphoton transitions rates, pointing out the light-shift
contributions to the optical detuning terms. We verified that
the numerical results to be presented in the following can be
derived also from that solution.
Depending on the detuning and intensity of the lasers or
microwaves driving the three-level system, the line shapes
associated to Eqs. (8) and (13) present very different features,
known as AT spectra, the dark or EIT resonance, and the FF
profile, associated to different degrees of interference between
two-photon transition amplitudes.
The AT profile appears when one Rabi frequency is much
larger than the natural linewidth of the excited state (i ≫
Ŵ, i = 1,2), and in addition 1 ≪ 2, or viceversa. Two
split resonances, a doublet structure, appears in the frequency
spectrum, as shown in Fig. 2(a).
At Rabi frequencies smaller than the excited state width,
we reach the DR or EIT configuration where a narrow two-
photon resonance is established from the quantum destructive
interferences between the transition probability amplitudes
[40,42] as seen in Fig. 2(b). The system is placed in the
dark state uncoupled from the driving fields. Note that at
FIG. 2. (Color online) Three-level spectra vs δr Raman detun-
ing observed on the ρ33 population. For all spectra Ŵ31 = Ŵ32 =
Ŵ/2, γc = 0. (a) AT spectrum at 0 = 0, 1 = 5Ŵ, and 2 = Ŵ.
(b) Dark-EIT resonance at0 = 0,1 = 0.2Ŵ, and2 = 5× 10−2Ŵ.
(c) FF resonance for 0 = Ŵ, 1 = 0.2Ŵ, and 2 = 10−2Ŵ. Solid
lines from the analytic solution Eq. (8) and dots from the numerical
integration of Eq. (4) at τ ≫ τp(0).
exact resonance, 1 = 2 = 0, ρ33 = 0 when γc = 0. These
regimes are characterized (1 ≈ 2  Ŵ) with 1 ≈ 2 for
the dark resonance, and i ≫ j ;i,j < Ŵ for the EIT
resonance.
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The FF line shape plotted in Fig. 2(c) is originated when
one Rabi frequency is much larger than the second one,
and in presence of an optical detuning from the excited
state(i ≫ j ,1,2  Ŵ). Two resonances appear in the FF
spectrum, one broad corresponding to the saturated one-photon
resonance. The second sharp feature exhibits a characteristics
asymmetric response, highly sensitive to changes in the
system parameters and centered around the δr ≈ 0 Raman
detuning. Its minimum is associated to the DR, or EIT dip,
while the maximum is the Raman peak, or bright resonance,
associated to the preparation of the coherent superposition of
|1〉 and |2〉 states coupled to the driving electromagnetic fields.
Both the EIT dip and the Raman peak are manifestations
of the interference between the one-photon and two-photon
amplitudes [36]. The asymmetry of the FF profile is reversed
by changing the relative ratio between the Rabi frequencies.
B. Ŵeff Raman linewidth
The subnatural EIT resonance of Fig. 2(b) experiences a
linewidth which is power broadened by the optical saturation
rate γ ∗ of Eq. (9). Let’s note that such power broadening
is important even for a laser intensity where the saturation
is negligible on the optical transitions. In fact Ref. [64]
introduced a coherence saturation intensity, defined by γ ∗ =
γc, smaller than the optical saturation intensity. The exact
expression of the Ŵeff Raman half-width is
Ŵeff =
√√√√ (γeff + 3γcS)γeff
1+
(
3− Ŵ
γ
)
S +

2
2
2
1+
2
1
2
2
γ1γ2
√
1+ ζ , (14)
where the factor ζ is
ζ =
Ŵ
γcS
2γ1γ2
[
212 +21 −22
]
+ γ 2c

2
2
2
1+
2
1
2
2
γ1γ2
(γeff + 3γcS)γeff
+
(γ1−γ2)S
2γ1γ2 (Ŵ32γ2 − Ŵ31γ1)
γeff + 3γcS
. (15)
ζ is very small (ζ ≪ 1) in a quasiresonant laser interaction
(according to the condition γc
Ŵ
21,
γc
Ŵ
22 ≪ 
2) and a pure
radiative process. As long as γc,1,2 ≪ Ŵ, Ŵeff determines
the half linewidth of the subnatural resonance. In that regime
and for the pure radiative case, Ŵeff is well approximated
by τ−1osc .
C.  f Raman frequency shift
The frequency shift f correcting the δr = 0 Raman
detuning condition is given by
f = LS +DS, (16)
with the LS light-shift (LS) expression including the satura-
tion effect given by
LS =
2
γ1γ2
[
22
2
21 −
2
1
2
12
]
1+
(
3− Ŵ
γ
)
S +

2
2
2
1+
2
1
2
2
γ1γ2
−
(γ1 − γ2)
2γ1γ2γ
ŴS[γ21 + γ12]
1+
(
3− Ŵ
γ
)
S +

2
2
2
1+
2
1
2
2
γ1γ2
. (17)
Notice that the second term of the above expression vanishes
for the symmetric  scheme, i.e., with γ1 = γ2 (pure radiative
process). In that case, the first term of LS could be associated
to the light-shift expression, as pointed out in [5]. The DS
decoherence shift (DS) depends on the γc rate as
DS = γc
S
2γ1γ2
[Ŵ(1 +2)− (Ŵ311 − Ŵ322)]
1+
(
3− Ŵ
γ
)
S +

2
2
2
1+
2
1
2
2
γ1γ2
. (18)
Let us emphasize that f is always null at 1 = 2 = 0
resonance [65].
D. Approximated frequency shifts of EIT and FF resonances
Instead of the previous subsection exact expression cor-
recting the Raman detuning condition in the denominator, it is
useful to derive the effective shift of the dark-EIT resonance
minimum, which is very relevant for precision spectroscopy
or clock resonance. The calculation of the DR/EIT and FF
frequency shifts requires us to examine Eq. (8) with the
Raman detuning δr as a free parameter. A valid approximation
for the EIT and Raman-peak shifts in various excitation
configurations can be found when optical detuning 1 ∼
2 ∼ 0 are tuned around the Raman condition 1 −2 =
δr . A differentiation of Eq. (8) versus the δr parameter leads to
roots of a quadratic equation defining the following extrema
δω33(0) of the EIT/FF line shapes:
δω33(0) ≈
Ŵ2eff − γcγeff
f
⎛⎝1∓
√√√√1+ γcγeff2f(
Ŵ2eff − γcγeff
)2
⎞⎠ .
(19)
The ∓ solutions refer to the extrema of the FF line shape.
The minus (plus) sign holds for EIT dip (Raman Peak)
when γcγeff/Ŵ2eff < 1, and the opposite when γcγeff/Ŵ2eff > 1.
Figure 3 shows the continuous-wave frequency shift versus the
common optical detuning 0 using Eq. (19). Results for both
γc = 5.10−4Ŵ and γc = 0 are presented. The EIT decoherence
shift, proportional to γc, exhibits a linear dependence on the
optical detuning when radiative decay terms are symmetrical.
As pointed in [10], when the decoherence term vanishes
(γc = 0), there is no shift of the EIT minimum [66] except if we
take into account external small offresonant level contributions
[67]. The Raman peak shift produced by light and decoherence
varies with the inverse of the optical detuning as discussed by
[37] and observed experimentally in [12]. For a quasiresonant
interaction, we can further simplify the above expression for
the Raman Peak and the EIT dip when γcγeff/Ŵ2eff ≪ 1 and
2f /Ŵ
2
eff ≪ 1. Near the two-photon resonance, the shifts of
Eq. (19) can be accurately approximated as
δωEIT33 (0) ≈ −γcf
γeff
2Ŵ2eff
, δωRP33 (0) ≈ 2
Ŵ2eff
f
. (20)
The EIT dip frequency shift is thus roughly given by the
product of the γc decoherence rate and the f Raman
frequency shift divided by the Ŵeff linewidth of the subnatural
resonance. Such a dependence was pointed out by [17] and by
[46] based on a theoretical analysis of [68], and as mentioned
in [48], was earlier derived in [69].
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FIG. 3. (Color online) Frequency shifts of the dark-EIT dip and the Raman peak observed on the ρ33 excited state population vs the optical
detuning 0 from Eq. (19) (straight solid blue line and red lines, respectively) and from the numerical integration of Eq. (4) (solid dots • and
open dots ◦, respectively). Parameters are Ŵ31 = Ŵ32 = Ŵ/2, 1 = 5× 10−2Ŵ, and 2 = 10−3Ŵ. In (a) γc = 5× 10−4Ŵ; in (b) γc = 0 leads to
a vanishing shift for the EIT resonance.
IV. STEADY-STATE LINE SHAPES OF CLOCK-STATE
POPULATIONS ρ11,ρ22
A. The two-photon resonance
We focus now on clock-state resonances observed on the
ρ11, ρ22 populations and linked to the Raman coherence
between those states. The clock-state populations may be
expressed in an exact form similar to that of Eq. (8) as
ρ11 = S
11 (1 −2)[1 −2 −11]+ γ 211
(1 −2)[1 −2 −f ]+ Ŵ2eff
,
(21)
ρ22 = S
22 (1 −2)[1 −2 +22]+ γ 222
(1 −2)[1 −2 −f ]+ Ŵ2eff
,
where
Sii =
(
1+
γ˜iŴ3i
22i
)
S, (i = 1,2),
11 = γ 11(1 + γ1), 22 = γ 22(2 − γ2), (22)
 =
22Ŵ31γ21 −
2
1Ŵ32γ12
γ1γ2
(
22Ŵ31 +
2
1Ŵ32
) ,
and
γ 211 = γcγeff + γ 11(γ1γeff − γc1), (23)
γ 222 = γcγeff + γ 22(γ2γeff + γc2),
with
γ 11 =
Ŵ31
2
2 + Ŵ32
2
1
221γ1 +
(
21 + γ
2
1
)
Ŵ31
,
(24)
γ 22 =
Ŵ31
2
2 + Ŵ32
2
1
222γ2 +
(
22 + γ
2
2
)
Ŵ32
.
Figure 4 reports the population resonance under various
saturation conditions, matching the AT, EIT, and FF line shapes
of Fig. 2. Notice that the EIT regime of Fig. 4(b) corresponds
to the case of Rabi frequencies smaller than the natural decay
rate of the excited state. The “Lamb-dip”-like line shape
for the resulting quasisaturated transition can conveniently
be observed in the three-level configuration. This method
of spectroscopy without Doppler broadening was proposed
and experimentally accomplished by Javan and Schlossberg
in [70,71]. In such a situation, the dip can be narrower than
the homogeneous linewidth of the population resonance as in
Fig. 4(b).
The clock-state populations depend strongly on the normal-
ized branching ratio difference ϒ and on the Rabi frequencies
driving atomic or molecular transitions. A numerical analysis
of [72] demonstrated the occurrence of a strong population
transfer for unequal Ŵ31,Ŵ32 decay rates. Figure 5 shows
the steady-state complete population transfer for 1 ≫ 2
and ϒ ≈ 1 using the asymmetric decay rates associated
to an alkaline-earth three-level system as strontium atoms
[17,54]. A large coherent population transfer ρ22 − ρ11 = ±1
is achieved when 1 ≫ 2 for ϒ ∼ +1 or 2 ≫ 1 for
ϒ ∼ −1.
B. Approximated frequency shift of the two-photon resonance
In an alkaline-earth frequency clock probing scheme, the
large population transfer regime of Fig. 5 may be used to
detect one lower state population, or the population difference
between clock states. Thus, it is important to derive the
two-photon shift also in this scheme. Using an analysis
equivalent to the derivation of Eq. (19) when 1 ∼ 2 ∼ 0,
we obtain the frequency shift of ρ11. For ρ22, we make a similar
derivation also using the population conservation condition.
We obtain the following expression for δω11(0) and similarly
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FIG. 4. (Color online) Three-level spectra vs the δr Raman
detuning observed on the ρ11 population using Eq. (21), solid
blue line, and the numerical integration of Eq. (4), solid dots
(•). In (a) AT resonance, in (b) Lamb-dip line shape, and in
(c) FF resonance. System parameters as in Fig. 2. In (a) and (b),
Rabi frequencies as in Fig. 2. In (c) 1 = 0.2Ŵ, 2 = 5× 10−3Ŵ,
and 0 = Ŵ.
FIG. 5. (Color online) Population inversion resonance between
the |1〉 and |2〉 states, monitored on ρ11 and ρ22, for unbalanced decay
rates, Ŵ32 = 10−5Ŵ, Ŵ31 = Ŵ − Ŵ32. Solid blue line is computed from
Eq. (21), solid dots (•) are the result of the numerical integration of
Eq. (4). Other parameters are 0 = 0, γc = 0, 1 = 5× 10−2Ŵ, and
2 = 5× 10−4Ŵ.
for δω22(0):
δω11(0) ∼ δω22(0) ≈
γ 211 − Ŵ
2
eff
11 −f
×
(
1∓
√√√√1+ (f −11)(γ 211f −11Ŵ2eff)(
Ŵ2eff − γ
2
11
)2
)
.
(25)
For the specific radiative configuration of alkaline-earth
species shown in Fig. 5, only the solution with the minus
sign is needed, but ∓ solutions generally refer to the extrema
of a dispersive line shape. Our standard choice of the laser
detunings1 = 0 and2 = 0 − δr introduces a very small
difference in expressions of the frequency shifts affecting each
clock-state population. For a quasiresonant interaction when
γcγeff/Ŵ
2
eff ≪ 1 with f /Ŵeff ≪ 1 and 11/Ŵeff ≪ 1, the
expression may be simplified to yield
δω11(0) ∼ δω22(0) ≈
11 −
γ 211
Ŵ2eff
f
2
(
1− γ
2
11
Ŵ2eff
) . (26)
The frequency shift versus the common mode optical detuning
0 affecting the ρ11(equivalently ρ22) resonance is plotted in
Figs. 6(a) and 6(b) for two particular ratios of the relaxation
rates by spontaneous emission. In both cases, the shift of the
two-photon resonance measured on the ρ11 or ρ22 observables
has a dispersive line shape versus the optical detuning 0. The
slope is completely reversed owing to a nonlinear behavior
when the ratio ϒ → 1 as in Fig. 6(b). A comparison with the
frequency shift of the excited state ρ33 is also included in the
figure. Notice the difference in the ρ11/ρ33 shifts for the case
of a large asymmetry in the spontaneous decay rates.
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FIG. 6. (Color online) Frequency shift of the population inversion resonance observed on ρ11 (or ρ22) as derived from Eq. (25) (solid
blue line) and frequency shift of the ρ33 EIT resonance from Eq. (19) (solid red line) vs the optical detuning 0, for unbalanced decay rates.
Solid dots (•) are from the numerical integration of Eq. (4) with parameters 1 = 5× 10−2Ŵ, γc = 510−4Ŵ, and 2 = 5× 10−4Ŵ. In (a)
Ŵ32 = 10−5Ŵ and Ŵ31 = Ŵ − Ŵ32. Note that the δω33 shift is indistinguishable from the δω11 shift. In (b) Ŵ32 = 10−10Ŵ and Ŵ31 = Ŵ − Ŵ32.
V. STEADY-STATE LINE SHAPE OF
RAMAN COHERENCE ρ12
A. The Raman coherence resonance
We are now focusing on the steady state Raman coherence
resonance ρ12 = Re{ρ12} + iIm{ρ12} given by
Re{ρ12} = Ŵ12S
(1 −2)− γeff
(1 −2)[1 −2 −f ]+ Ŵ2eff
,
(27)
Im{ρ12} = Ŵ12S
(1 −2)+γc
(1 −2)[1 −2 −f ]+ Ŵ2eff
,
with
Ŵ12 =
22Ŵ31 +
2
1Ŵ32
212
. (28)
When the dipole transition is allowed, the Raman coherence
resonance can be detected in several manners. If we deal
with alkaline atoms, such as Cs or Rb, the hyperfine Raman
coherence might be detected as a microwave emission propor-
tional to |ρ12|2, inserting the atomic medium into a microwave
cavity [73]. Figure 7 shows |ρ12|2 versus the Raman detuning
condition δr when Ŵ31 = Ŵ32 = Ŵ/2 at different values of 0.
The dispersive behavior of Re{ρ12} leads to a second resonant
peak, appearing when 0 > 3Ŵ as seen in Figs. 7(b) and 7(c).
B. Approximated frequency shifts of the
Raman coherence resonance
We derive here an accurate expression for the frequency-
shifted resonance of |ρ12|2 when 1 ∼ 2 ∼ 0. A cubic
equation is derived from the analytical differentiation of
|ρ12|
2 of Eq. (27) with respect to the Raman detuning
δr . Using Cardan’s solutions, the three roots are written
as
δω12(0)
∼ −
b
3a
+
√
−
p
3
cos
[
1
3
cos−1
(
−
3q
p
√
−
3
p3
)
+ 2k
π
3
]
,
(29)
with k = 0,1,2, the p (p < 0) and q given by
p =
3ac − b2
3a2
, q =
2b3 − 9abc + 27a2d
27a3
, (30)
and
a = −1−2,
b = 3(γeff − γc), (31)
c = −2
(
γ 2c 
2
+ γ 2eff
)
+ Ŵ2eff(1+
2)
+f(γc + γeff),
d = Ŵ2eff(γc + γeff)+f
(
γ 2c 
2
+ γ 2eff
)
.
Equation (29) allows us to obtain the frequency shift as a
function of the common mode optical detuning 0 plotted in
Fig. 8. However an estimate of that shift is obtained looking
only at the real part of the coherence solution which mainly
describes the line shape emission. From the square modulus of
the real part |Re{ρ12}|2, simple cubic solutions for the Raman
coherence frequency shift can be derived as
δω12(0) ∼ γeff

[
1∓
√
1+
Ŵeff
γeff
(
Ŵeff
γeff
−
f
Ŵeff
)]
,
(32)
or
δω12(0) ∼ γeff

. (33)
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FIG. 7. (Color online) (a) Steady-state line shapes of the |ρ12|2
square modulus vs δr using Eq. (27) (solid blue line) for Ŵ31 = Ŵ32 =
Ŵ/2, 1 = 5× 10−2Ŵ, 2 = 5× 10−3Ŵ, and γc = 0. In (a) 0 = 0,
in (b) 0 = 5Ŵ, and in (c) 0 = 20Ŵ. Solid dots (•) are from the
numerical integration of Eq. (4).
When Ŵeff/γeff ≪ 1 and f /Ŵeff ≪ 1, the Raman coher-
ence frequency-shift expression corresponding to the maxi-
mum emission becomes
δω12(0) ∼ f2 . (34)
For that case, we recover the usual dispersive shape related to
the light-shift LS affecting clock states. The frequency shift
versus the common mode optical detuning 0 derived from
Eq. (29) is shown in Fig. 8(a) for the case of a symmetric radia-
tive configuration with Ŵ31 = Ŵ32 while in Fig. 8(b) for Ŵ31 ≫
Ŵ32. The central dispersive feature, related to the Raman shift
expression f , corresponds to the maximum of the coherent
emission. Other branches of the shift correspond to the extrema
of the second resonance appearing for 0 > 3Ŵ as from the
line shape simulation of Fig. 7(b). A direct comparison of
Fig. 8(b) with frequency shifts reported in Fig. 6 with similar
conditions yield to Raman coherence shifts larger by more
than an order of magnitude than population frequency shifts.
VI. DARK-RESONANCE FRINGES
A. Pulsed regime line shape
The clock operation may be based on a pulsed Raman-
Ramsey scheme, illustrated in Fig. 9, with beating oscillations
observed whichever variable is monitored. This detection
approach, originally introduced in [53], was refined in [50,51]
and discussed in Refs. [54–56]. It allows us to reach a higher
precision in the clock frequency measurement, as typical of the
Ramsey fringes. The present work focuses on the laser pulse
scheme where the first pulse is long enough to allow the atomic
or molecular preparation into the dark state superposition and
the second delayed short pulse probing that superposition.
Because the τp pumping time of Eq. (5) is required to reach
the steady-state atomic or molecular preparation into the
dark state, the length of the first pulse should satisfy τ ≫
τp(0) ≫ Ŵ−131 ,Ŵ−132 . From a mathematical point of view, the
τ → ∞ steady state solution of the three-level optical Bloch
equations may thus be used as initial condition for determining
the evolution at later times. At time τ the laser fields are
switched off in order to allow for a free evolution over the
time T. Finally a readout operation is performed by applying
a short pulse whose time duration τm is limited by Ŵ−131 ,Ŵ
−1
32 <
τm ≪ τp(0). In this adiabatic regime where dρ33(t)/dt =
dρ13(t)/dt = dρ23(t)/dt ≡ 0, the short probe pulse operation
is well described using the τm → 0 limit. For a readout pulse
as long as the preparation pulse, all atoms or molecules are
repumped into a new dark state erasing interference fringes.
Interferences fringes are detectable on all observables as
a function of the T time delay, with very short readout
pulses required for optical coherences and the excited state
population fraction. Instead longer probing times are required
for monitoring fringes on lower state populations due to slow
time evolution of the clock states and the Raman coherence.
An analytical expression of the population fraction in the
excited state can be established from Eq. (4) in the asymptotic
limit of a long preparation pulse and a vanishing read out pulse,
i.e., at the end of the free evolution time. In this regime, a pulsed
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FIG. 8. (Color online) (a) Frequency shift of the Raman coherence resonances observed on the |ρ12|2 as derived from Eq. (29) (solid blue
line) vs the optical detuning 0. In (a) we have a symmetric radiative configuration with Ŵ31 = Ŵ32 = Ŵ/2, where 1 = 5× 10−2Ŵ, 2 =
5× 10−3Ŵ, and γc = 0. In (b) we have an asymmetric radiative configuration with Ŵ31 = Ŵ − Ŵ32 and Ŵ32 = 10−5Ŵ, where 1 = 5× 10−2Ŵ,
2 = 5× 10−4Ŵ, and γc = 510−4Ŵ. Solid dots (•) are from the numerical integration of Eq. (4).
DR expression ρ33(T ) and related transmission parts of the
Im{ρ13}(T ),Im{ρ23}(T ) optical coherences can be rewritten in
the exact αij [1+ βij |ρ12|e−γcT cos(δrT −ij )] form:
ρ33(T ) = α33[1+ β33|ρ12|e−γcT cos(δrT −33)],
α33 =
22(n+ 1)/Ŵγ˜2 −21(n− 1)/Ŵγ˜1
1+ 3
Ŵ
(
21/γ˜1 +
2
2/γ˜2
) , (35)
β33 =
√
μ2γ 33 + μ
2
33
α33
,
Im{ρ13}(T ) = α13[1+ β13|ρ12|e−γcT cos(δrT −13)],
α13 =
1
2γ˜1
[3α33 + (n− 1)],
FIG. 9. (Color online) Pulsed dark-resonance detection scheme
to perform high-resolution spectroscopy of three-level  systems. T
is the Ramsey time when both laser light fields 1,2 are switched
off. The first pulse is long enough, τ ≫ τp(0), to reach the stationary
regime. During the second pulse, the probing time can be short, τm ≪
τp(0), to observe dark-resonance fringes or long, τm ≫ τp(0), to
recover a cw dark resonance as a new preparation stage for the next
pulse.
β13 =
√
μ2γ 13 + μ
2
13
α13
, (36)
Im{ρ23}(T ) = α23[1+ β23|ρ12|e−γcT cos(δrT −23)],
α23 =
2
2γ˜2
[3α33 − (n+ 1)], (37)
β23 =
√
μ2γ 23 + μ
2
23
α23
.
where n = ρ22 − ρ11 is the steady-state clock-state popu-
lation difference obtained from Eq. (21) and |ρ12| is given
by Eq. (27). The following quantities were introduced in the
above expressions:
μγ 33 =
212
Ŵ
( (γ˜1 + γ˜2)/γ˜1γ˜2
1+ 3
Ŵ
(
21/γ˜1 +
2
2/γ˜2
)),
(38)
μ33 =
212
Ŵ
(
1/γ˜1γ1 −2/γ˜2γ2
1+ 3
Ŵ
(
21/γ˜1 +
2
2/γ˜2
)),
μγ 13 =
3
2
1
γ˜1
μγ 33 −
2
γ˜1
,
(39)
μ13 =
3
2
1
γ˜1
μ33 −2
1
γ1γ˜1
,
μγ 23 =
3
2
2
γ˜2
μγ 33 −
1
γ˜2
,
(40)
μ23 =
3
2
2
γ˜2
μ33 +1
2
γ2γ˜2
.
In the nonasymptotic limit where τ ∼ τm ∼ τp, stationary
solutions of |ρ12| andn have to be replaced by their transient
expressions |ρ12(τ,τm)| and n(τ,τm). When, T → 0, the
line shape expression from Eq. (35) is formally equivalent
to Eq. (8). A pulsed DR line shape is plotted in Fig. 10
(a) for small values of Rabi frequencies with a magnified
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FIG. 10. (Color online) (a) Dark-resonance fringes in the weak
field limit. (b) Frequency span of the line shape. Lines from
Eq. (35) and dots (•) from Bloch’s equations [Eq. (4)]. Common
parameters: Ŵ31 = Ŵ32 = Ŵ/2, 0 = 0, γc = 0, and T = 10τp(0). In
(a) and (b) Rabi frequencies 1 = 2 = 0.005Ŵ, free evolution time
T = 10τp(0), and probe time τm ∼ 0.004τp(0). Very good agreement
between Eqs. (4) and (35) results.
span on the central fringe in Fig. 10(b). In these plots, the
agreement between Eq. (35) (solid red lines) and the Bloch’s
equations (dots •) is very accurate. We have also studied
the role of the Ramsey time T on the DR line shape and
amplitude. Figures 11(a)–11(c) show the signal amplitude
versus the Raman detuning for different values of T . The fringe
amplitude is always twice the amplitude in the cw regime
when 2T > Ŵ−1eff and γc = 0. A careful comparison between
Fig. 10 and Figs. 11(b) and 11(c) show that for Rabi
frequencies comparable to the Ŵ31,Ŵ32 relaxation rates, i.e.,
when saturation becomes important, the limit τm → 0 used to
obtain Eq. (35) is no longer valid, and the effect of the readout
duration pulse length τm has to be included into the analysis
leading to a slight reduction of the fringe amplitude.
B. Stationary atomic or molecular Raman phase
The fringe signals appearing in the atomic observables
are produced by the cos(δrT −ij ) terms appearing in
FIG. 11. (Color online) DR line shapes in strong laser fields
computed from Eq. (35) vs Raman detuning for different values
of Ramsey time T . Parameters 1 = 2 = 0.2Ŵ, Ŵ31 = Ŵ32 = Ŵ/2,
0 = 0, and γc = 0. Solid dots (•) from Bloch’s equations [Eq. (4)]
with τ = 10τp(0). In (b) and (c) τm = 0.75τp(0).
the above expressions. Within a narrow region around the
resonance, the line shape is entirely described by a phase given
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f )
FIG. 12. (Color online) Asymmetric fringes observed on the imaginary parts of optical coherences, (a) Im{ρ13}(T ) and (b) Im{ρ23}(T ),
and on the excited population (c) ρ33 vs Raman frequency detuning. In (d), (e), and (f), expanded views of the central resonance fringe for
each observable are shown. Parameters Ŵ31 = 0.8Ŵ, Ŵ32 = 0.2Ŵ, 0 = Ŵ, γc = 0, 1 = 5.10−2Ŵ, 2 = 2.5× 10−2Ŵ, free evolution time
T = 10τp(0), τ > 10τp(Ŵ), and τm ∼ 5.5× 10−3τp(Ŵ). Solid lines from the analytical forms of Eqs. (36), (37), and (35), respectively, are in
good agreement with the solid dots (•) results from Bloch’s equations [Eq. (4)].
by
33 = Arctan
[
μγ 33Im{ρ12} − μ33Re{ρ12}
μγ 33Re{ρ12} + μ33Im{ρ12}
]
,
13 = Arctan
[
μγ 13Im{ρ12} − μ13Re{ρ12}
μγ 13Re{ρ12} + μ13Im{ρ12}
]
, (41)
23 = Arctan
[
μγ 23Im{ρ12} − μ23Re{ρ12}
μγ 23Re{ρ12} + μ23Im{ρ12}
]
.
In the adiabatic regime, for a first pulse producing a steady
state and a second pulse with a short duration, the |ρ12|
steady state solution of Eq. (27) leads to cw expressions of
ij (i,j = 1,2,3) where all time dependencies are absent.
For clock engineering, it is important to quantify the shift
of the central fringe when the common mode optical detuning
1 ∼ 2 ∼ 0 is scanned around the δr = 0 resonant value.
Within the limit of a long first pulse and a short second
pulse, in the weak field regime and for a sufficiently large
Ramsey time [T ≫ τp(0),τm], the central fringe frequency-
shift δωfrij should be connected to the ij phase accumulation.
Time-dependent Raman frequency shifts produced by short
preparation pulses were examined in details in Refs. [57,58]
using the Bloch vector model, but only for the excited state
population. A complex wave-function formalism was also
proposed for short pulses in [54] and extended in Ref. [55] to
derive analytical time-dependent expressions of any frequency
shift affecting the central fringe related to each possible
observable.
Figures 12(a)–12(c) report the fringes appearing on the
imaginary parts Im{ρ13}(T ), Im{ρ23}(T ) and on the excited
state population ρ33(T ) for an asymmetrical radiative con-
figuration with Ŵ31 = 0.8Ŵ and Ŵ32 = 0.2Ŵ, a detuned laser
excitation (0 = Ŵ) with no Raman decoherence (γc = 0).
Plots from Figs. 12(d)–12(f) report a magnified span on the
central fringe. The plots in Figs. 12(a) and 12(b) for the
optical coherences show asymmetrical line shapes with
the central fringe being blue or red shifted from the exact
Raman resonance, a behavior different from that observed
in the cw regime. For the excited state fraction plotted in
Fig. 12(c) under the same conditions, the central fringe is
not frequency shifted, as in the cw regime. These results
point out, for the first time, that the imaginary parts of
optical coherences, when individually probed, have a line
shape different from that observed on the excited state
response due to asymmetric decay rates by spontaneous
emission.
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FIG. 13. (Color online) Exact numerical tracking of fringe
frequency-shifts δωfr13, δωfr23, and δωfr33 vs 0 derived from Eqs. (35),
(36), and (37) (solid lines). Parameters Ŵ31 = 0.8Ŵ, Ŵ32 = 0.2Ŵ,
γc = 5× 10−4Ŵ, 1 = 5× 10−2Ŵ, 2 = 3.7515× 10−2Ŵ, and T =
10τp(0). Solid dots (•) from Bloch’s equations [Eq. (4)], where we use
τ > 10τp(Ŵ) and τm ∼ 5.5× 10−3τp(Ŵ). The discrepancy between
solid lines and dots are here due to the nonvanishing τm readout time
required with a numerical integration of Bloch’s equations.
This different behavior is also confirmed by the plots of
Fig. 13 focusing on dark-resonance fringe frequency shifts
versus the common mode optical detuning 0 when assuming
a small decoherence term γc = 5× 10−4Ŵ. Figure 13 shows
the numerical tracking of frequency shifts from the Eqs. (35),
(36), and (37) analytical form compared to the integration of
Bloch’s equations [Eq. (4)] (solid dots) for a particular ratio
between Rabi frequencies. Oscillations around the numerical
track of frequency shifts are observed for large optical
detunings due to the nonvanishing τm readout time used
with Eqs. (4). Figure 14 evidences a very weak slope near
FIG. 14. (Color online) Exact numerical tracking of the dark-
resonance fringe frequency-shift δωfr33 vs 0 derived from Eq. (35)
(solid line). Solid dots (•) are plotted from Bloch’s equations [Eq. (4)]
with parameters as in Fig. 13.
FIG. 15. (Color online) (a) Expanded view of the fringe
frequency-shift numerical tracking δωfr33 from Fig. 14 for various
values of the small decoherence γc term. (b) Exact numerical
frequency-shift δωfr33(0) with different Ramsey time T for the
particular ratio 2/1 ∼ 0.75 where 1 = 5× 10−2Ŵ and γc =
5× 10−4Ŵ. Solid dots in the (a) and (b) cases are plotted from the
analytical first order expansion of the Raman shift using Eq. (B10).
Note the oscillating pattern with the small amplitude.
optical resonance; such dependence does not appear on the
imaginary parts of the optical transmission. In absence of the
γc decoherence, the excited state dependence was recently
discussed in works [74,75] dealing with the time-dependant
part of the Raman-Ramsey fringes reported earlier in [57,58].
A perturbative expansion of Eq. (35) in the Raman detuning
parameter is required to derive the correct nonlinear behavior
of the frequency shift versus the 0 detuning, as reported
in Eq. (B10). Those dependencies (solid dots) are plotted in
Fig. 15 for 2/1 ∼ 0.75 and compared to the numerical
tracking shift of the fringe minimum from Eq. (35) (solid
lines). A nonlinear behavior with small oscillations around the
optical resonance is correctly described. Increasing the time
T , there is a small rotation of the frequency shift around the
0 = 0 common mode detuning as shown in Fig. 15(b). This
dependence appears only for a nonvanishing γc decoherence
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rate. For a given value of T , at specific values of the optical
detuning, an exact cancellation of the frequency shift takes
place as seen in Fig. 15(b).
VII. CONCLUSION
Three-level systems interacting with two coherent laser
fields give rise to many phenomena, such as the Autler-Townes
doublet, the dark or EIT resonance, and the Fano-Feshbach
transition. In all of them the Raman coherence, playing an
essential role, is highly sensitive to the parameters of the laser
interaction and of the decoherence processes. The present work
explored how those parameters may be tuned for future optical
clock devices providing sensitive measurements of energy
levels shifts in neutral atom clocks based on either fermionic
or bosonic atomic species, for example, in dipolar traps [76]
or in trapped ion clocks [77].
The three-level phenomena are well described by the
formalism of the Bloch’s equations in a semiclassical density
matrix representation. From the exact resolution of Bloch’s
equations, we have derived general analytic expressions of the
resonance line shapes observed in the steady state of different
atomic observables. We have examined the linewidth and
power broadening of the two-photon resonance. The precise
dependence of the frequency shift associated to the Fano-
Feshbach transition or to the EIT resonance, not appearing
in a perturbation treatment, was discussed. We have examined
the resonance fluorescence and frequency shift for a pulsed
laser configuration in the adiabatic regime. The analytical but
asymptotic solution allows us to write the line shape solution
of the narrow quantum resonance leading to the formation of
dark-resonance fringes. The pulsed sequence overcomes the
power broadening mechanism of the continuous-wave exci-
tation while allowing high contrasted signals in a saturation
regime. In the weak field limit, signals in pulsed regimes are
two times the continuous-wave signals, except for the decrease
due to the Raman coherence relaxation within the atomic free
evolution. The lower limit to the resonance linewidth is 1/2T
to be compared to the Ŵeff limit in the steady-state case. The
resonance shift is still proportional to the γc decoherence as for
the steady state regime, but it is now diluted over the Ramsey
time.
An important and original result of our analysis is that
different atomic or molecular quantum observables (excited
population, clock-state populations, and Raman coherence)
experience different nonlinear line shapes and therefore dif-
ferent shifts of the clock resonance. Depending on the atomic
parameters, the cw shifts of those observables may greatly
differ in slopes, magnitude, or line shape. The shift amplitudes
are also strongly related to the values of the decay channels,
either balanced or unbalanced. For instance, while a large
clock-population inversion is produced for unbalanced decay
channels, a dispersive line shape is associated to its frequency
shift. The detection of the Raman coherence exhibits a larger
contrast, but it suffers usually from a systematic shift larger by
an order of magnitude than that associated to the population
detection. In the case of a very small decay rate for the Raman
coherence, destructive interferences strongly reduce the cw
frequency-shift sensitivity of the excited state compared to
others observables. Thus the choice of the observable is very
important for the proper operation of a three-level atomic or
molecular clock. Additional technical constraints are associ-
ated to the requested detection tools of the chosen observable.
For instance tracking the excited state population fraction by
monitoring spontaneous emission or light transmission repre-
sents a sort of nondemolition quantum measurement avoiding
the destructive readout associated to the lower-state clock
projection.
The present solution can be extended to the case of a train
of laser pulses having different frequencies, optical detunings,
and phase steps as in Refs. [78,79], in order to design more
elaborate combinations of optical transient nutations and free
evolutions and to explore a more efficient detection scheme
for very narrow transitions. For a treatment of the atom
or molecule motion in matter wave interferometry [80], for
instance, based on a pulsed EIT/Raman interaction with a
resonant excitation scheme and using stimulated photon recoils
to create a beam splitter, the Bloch’s set of Eq. (4) requires both
the introduction of the recoil shift into the laser detunings and
the recoil spread among different atomic momentum classes
produced by spontaneous emission yielding to a full set of
quantum coupled equations [81].
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APPENDIX A: GENERALIZED MULTIPHOTON
STEADY-STATE RATE SOLUTIONS
The line shape expressions of Eqs. (8) and (21) may be
recast in a different mathematical form using the generalized
multiphoton rate solution of Ref. [43], later employed in
Ref. [44] to establish conditions for the coherent population
trapping in the steady-state regime. That analysis is based
on three coupled equations for the Pii(Z), with i = 1,2,3,
occupation probabilities of the three levels, equations written
in the Laplace space of variable Z. This approach shown in
Fig. (16) allows a reduction in the size of the linearly coupled
equation system to be solved. The three-level populations are
obtained as follows:
ρii = limt→∞Pii(t) = limZ→0ZPii(Z). (A1)
From the steady-state solutions of Refs. [43,44], we obtain
ρ33 =
w12w23 + w13(w12 + w23)
3w13w12 + Ŵ32W11 + Ŵ31W22 + 3w23W33
,
ρ22 =
w12w13 + Ŵ31w12 + Ŵ32(w13 + w12)+ w23W33
3w13w12 + Ŵ32W11 + Ŵ31W22 + 3w23W33
,
ρ11 =
w12w13 + Ŵ32w12 + Ŵ31(w23 + w12)+ w23W33
3w13w12 + Ŵ32W11 + Ŵ31W22 + 3w23W33
,
(A2)
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FIG. 16. (Color online) Definition of the wij transition rates
within the three-level  configuration.
where the wij transition rates between each pair of states are
defined in Fig. 16, and where
W11 = w13 + 2w12, W22 = w23 + 2w12, (A3)
W33 = w13 + w12.
The expressions for the two-photon (w12 ∝ 2122) and one-
photon (w13 ∝ 21,w23 ∝ 22) transitions rates are
w12 = 2Re
{
21
2
2
ξ31ξ21ξ32 +
2
1ξ31 +
2
2ξ32
}
,
w13 = 2Re
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
21
ξ31 +
22
ξ21+
21
ξ32
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭− w12, (A4)
w23 = 2Re
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
22
ξ32 +
21
ξ21+
22
ξ31
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭− w12.
The detuning parameters ξij are complex numbers depending
on the system parameters
ξ31 = i1 + γ1, ξ32 = −i2 + γ2, (A5)
ξ21 = i21 + γc = i(1 −2)+ γc.
The above expressions of the one- and two-photon rates point
out the light-shift contributions to the eigenfrequencies of the
three-level  system.
APPENDIX B: DARK-RESONANCE FRINGE
FREQUENCY SHIFT
A. First order expression of δωfr33
Equation (35) can be recast in the following form:
ρ33(T ) = α33 + B33 cos(U ), (B1)
where
B33 = μ|ρ12|e
−γcT , μ = α33β33, U = δrT −33. (B2)
To establish the frequency shift, a track of the extremum of
Eq. (35) produced by a differentiation versus δr leads to the
following expression:
ρ
′
33 = α
′
33 +
√
B
′2
33 + B
2
33U
′2sin(U + θ33), (B3)
with
θ33 = − arctan
(
B
′
33
B33U
′
)
, if T −′33 < 0, (B4)
θ33 = − arctan
(
B
′
33
B33U
′
)
+ π, if T −′33 > 0. (B5)
The ρ ′33 derivative vanishes at
U + θ33 + η33 = 0, (B6)
where
η33 = arcsin
⎛⎝ α′33√
B
′2
33 + B
2
33U
′2
⎞⎠ . (B7)
Rewriting the cancellation condition as
δrT −33 + θ33 + η33 = 0, (B8)
we apply a first order expansion of Eq. (B8) into the δr Raman
detuning leading to the following δωfr33 frequency shift:
δωfr33 ≡ δr =
33(0)− θ33(0)− η33(0)
T −
′
33(0)+ θ
′
33(0)+ η
′
33(0)
. (B9)
If we neglect θ33(0) and η33(0) terms, the discrepancy is,
respectively, +6% and −13%. If we neglect the θ ′33(0) or the
η
′
33(0) term, the error is below +0.4%. Thus at the 1% level
of accuracy and at a common mode detuning that is small
compared to spontaneous emission rates, we can rewrite the
frequency-shift expression as
δωfr33 ≈
33(0)− θ33(0)− η33(0)
T −
′
33(0)
. (B10)
B. Derivative terms
This subsection reports the functions appearing in Eq. (B10)
and required to determine the frequency-shift δωfr33 as a
function of the common mode detuning 0 and the system
parameters. The additional functions may be obtained from the
first order derivatives of the μ, 33, |ρ12|, and α33 functions
calculated at δr = 0. In order to simplify the mathematics,
those functions are here reported for the case of a pure radiative
process γ1 = γ2,γ˜1 = γ˜2, and supposing 1 = 2 = 0:
33(0) = −Arctan
[
γc
γeff
]
, (B11)
μ
′ (0) = μ(0) 0
(
γ˜1Ŵ + 321 − 322
)
γ˜1γ1
(
γ˜1Ŵ + 321 + 322
) , (B12)
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α
′
33(0) =
4022
[
Ŵγ˜1 +n
(
Ŵγ˜1 + 621
)]
Ŵγ˜1
[
Ŵγ˜1 + 3
(
21 +
2
2
)]2 + γ˜1
(
22 −
2
1
)[
γ˜12Ŵ + 3γ˜1
(
21 +
2
2
)]
Ŵ2eff
×
{
11S
11 +22S
22 − γcγ 22S
22 + γc0
221
Ŵ
(γ 11S11 + γ 22S22)+n
(
f −
80
2
1
(
Ŵ2eff − γ
2
c
)
420 + (1+ 2S)Ŵ2
)
+
40S
2
1(
1+ 2S + 4
2
0
Ŵ2
)2
Ŵ2
[
γ 222
(
2+
γ˜1Ŵ32
22
)
− γ 211
(
2+
γ˜1Ŵ31
21
)]
−
20γ 222Ŵ32S
Ŵ22
+
40γ 22S22Ŵ32(20γc + Ŵγeff)
Ŵ32
(
420 + Ŵ2
)
+ 4Ŵ22
}
, (B13)

′
33(0) = −

2
γc
(
2γ 21 γ˜1 − 220γc + γ1γ˜1γc
)
+ γeff
[
2γ1γ˜1
(
γ1 +
2
1γc
)
− 220γeff + γ1γ˜1γeff
]
2γ 21 γ˜1
(

2
γ 2c + γ
2
eff
) , (B14)
|ρ12|
′(0) = |ρ12|(0)
(
f
Ŵ2eff
−
80
{
420γcS + Ŵ
[
γ 2eff + 3γcγeffS − γ 2c (1+ 2S)
]}

2
1(
1+ 2S + 420/Ŵ2
)2
Ŵ3Ŵ2eff
+
¯
(
γc − γeff + 2
2
1γ
2
c /Ŵ
)(
¯2γ 2c + γ
2
eff
) + 8021
Ŵ2
(
1+ 2S + 420/Ŵ2
)). (B15)
These perturbative expressions were used to determine the δωfr33 frequency shift plotted in Fig. 15 when 0  Ŵ.
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We propose a combination of electromagnetically induced transparency–Raman and pulsed spectros-
copy techniques to accurately cancel frequency shifts arising from electromagnetically induced trans-
parency fields in forbidden optical clock transitions of alkaline earth atoms. At appropriate detunings,
time-separated laser pulses are designed to trap atoms in coherent superpositions while eliminating off-
resonance ac Stark contributions, achieving efficient population transfer up to 60% with inaccuracy
<1017. Results from the wave-function formalism are confirmed by the density matrix approach.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.97.233001 PACS numbers: 32.80.t, 32.70.Jz, 42.50.Gy, 42.62.Eh
In the field of optical frequency standards and clocks,
single trapped ions [1] and alkaline earth atoms [2–6] are
advancing clock performances. The advantage arises from
superhigh resonance quality factors of these optical tran-
sitions [7], which are expected to be 105 better than mi-
crowave fountains. These fountain clocks are already
below the 1015 relative fractional uncertainty [8].
Fermionic isotopes of alkaline earths trapped in optical
lattices at the magic wavelength [9] offer ultranarrow line-
widths of a few millihertz without recoil and Doppler
effects, but remain potentially sensitive to systematic ef-
fects arising from the nuclear spin-related tensor polar-
izability [3–5]. On the other hand, bosonic isotopes with
no nuclear spin and a higher natural isotopic abundance
avoid multiple hyperfine components but lack direct exci-
tation of the clock transition j1i $ j2i in Fig. 1(a). Indirect
excitation via continuous-wave electromagnetically in-
duced transparency (EIT) has been proposed to probe these
forbidden transitions [10,11]. A similar scheme for the
174Yb forbidden clock transition was implemented by ap-
plying a dc magnetic field for state mixing [6].
All such schemes can suffer from Stark shifts due to
nonresonant electric-dipole couplings of the clock levels to
other states induced by the applied electromagnetic fields
[12,13]. Reference [10] provides some detailed calcula-
tions of these shifts. To further reduce this potential sys-
tematic error, we could apply an approach similar to that
used for the determination of the magic wavelength [3,4] or
the hyperpolarizability contribution to the ac Stark shifts
[14]: Measurements at different field strengths are used to
extrapolate the clock frequency to vanishing field.
However, this simple approach does not apply to the EIT-
related schemes where the applied field strength modifies
also the optical pumping time required to prepare the
atoms in a coherent superposition [15]. The preparation
time required for optimal signal contrast and clock stability
becomes impractically long at low field strengths. But
using large fields increases the ac Stark shifts and limits
the clock accuracy. To overcome these limits, the pulsed
scheme proposed in this Letter [Fig. 1(c)] optimizes clock
performance by using time-separated laser pulses to pre-
pare and interrogate the optical clock transition [16]. It is
an original mix of Ramsey spectroscopy and highly effi-
cient population transfer under coherent population trap-
ping (CPT) [17]. The first pulse prepares atoms in a
coherent superposition and the second pulse probes the
clock frequency. This configuration produces a large con-
trast in the detected clock signal. More importantly, as the
detunings of the applied fields affect the phase evolution of
the atomic wave-function, a proper combination of the
common mode laser detuning 0 and pulse durations ,
m (Fig. 1) reduces the clock shift to 1017. The dis-
cussion presented here reveals for the first time a general
relation connecting the preparation time of the Raman
 
FIG. 1 (color online). (a) Three-level atom-light configuration
for an optical lattice clock based on time-separated laser pulses
including relaxation and decoherence rates. The optical detun-
ings 1  0  1, 2  0  r  2 include ac Stark shifts
i from off-resonant levels. Here 0 is the common mode
detuning and r denotes deviation from the Raman condition.
(b) The corresponding dressed-state representation of bright
jCi and dark jNCi states defining the clock transition.
(c) The probing pulse sequence.
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coherence and the signal contrast in the subsequent detec-
tion of this coherence, relevant to many EIT or CPT related
experiments.
The atomic evolution between 1S0 and 3P0 is properly
described in the dressed-state picture [Fig. 1(b)],
 
j1i 
1
22 
2
1
q jCi  2
22 
2
1
q jNCi;
j2i 
2
22 
2
1
q jCi  1
22 
2
1
q jNCi;
(1)
where 1 and 2 are the Rabi frequencies for the tran-
sitions 1S0 $ 1P1 and 3P0 $ 1P1. For an ideal 3-level
system described in Eq. (1), the dark state jNCi remains
insensitive to light shift, while the bright state jCi is
always coupled to the laser light. A realistic atomic clock
has to deal with off-resonant ac Stark shifts acting on jCi
while atoms are pumped into jNCi with a few sponta-
neous emission cycles. Thus, a judicious tradeoff between
the short-time dynamics for a high-contrast signal (large
optical pumping) and the reduced external ac shifts (and
resonance power broadenings) under a low field strength
needs to be found for practical realizations of these EIT or
Raman-type clocks.
To describe our pulsed method, we start from a three-
level configuration as shown in Fig. 1(a). The optical Bloch
equations (OBEs) describe three-level dynamics including
external shifts, relaxations, and decoherences between
atomic states [18] in terms of the density matrix:
 _  
i
@
H; R: (2)
In the interaction picture, the atom-light Hamiltonian H
and relaxation matrix R become
 
H
@

1 0 1
0 2 2
1 2 0
0
BB@
1
CCA;
R 
3133 c12 c113
c21 3233 c223
c131 c232 33
0
BB@
1
CCA:
(3)
The relaxation matrix includes the spontaneous emission
rates   31  32, optical decoherences c1, c2, and
the Raman decoherence c [see Fig. 1(a)]. Electric and/or
magnetic dipole couplings determine the Rabi frequencies
i (i  1, 2). Equation (2) describes the dynamics of a
closed  system where optical detunings i include ac
Stark shifts i from nonresonant electric-dipole couplings
of j1i and j2i to other states. For 1, 2 & 31, 32, c1,
c2, the population in state j3i is slaved to the population
difference nt	  22t	  11t	 and Raman coherence
12t	. This allows finding analytical solutions to Eq. (2) by
adiabatic elimination of the intermediate state j3i [19,20].
The reduced two-level system dynamics are described by a
Bloch-vector representation [21,22].
To remove ac Stark shifts while maintaining a high
signal contrast, we apply the Ramsey technique for EIT
or Raman fields to this effective two-level system, mini-
mizing systematic frequency shifts over the free-evolution
time T. The Ramsey-like sequence of preparation, free-
evolution, and probe, followed by the final destructive
detection of the ground-state population, is indicated in
Fig. 1(c). This eliminates power broadening of the clock
transition which is always present for continuous excita-
tion [23]. By solving for the two-level system as in [22] we
can express the populations as
 
ii  ii; m	f1 ii; m	e
cT

 cosrT ; m	g; (4)
where ii; m	 is the overall envelope function and
ii; m	 is the amplitude of fringes, both containing
exponential decays e=p and em=p to their steady states
[21]. p is the characteristic optical pumping time. The
atomic phase shift  produces an approximated clock
frequency shift assuming , m & T:
  
; m	
2	T1 m
2T
	
; (5)
which includes all ac Stark contributions accumulated
during the pulsed interactions. Hence, a longer free-
evolution time T reduces the light shifts on the clock
transition. Furthermore, as will be shown below, a special
value 0	m of the common detuning 0 can be found to
suppress ac Stark effects on the clock frequency. Study of
the population dynamics from Eq. (4) leads to an expres-
sion for the time p that is required to pump atoms into
their final steady state, simplified for 0 ’ 1 ’ 2:
 p0	 
2

20  
2=4
21 
2
2	

1

21 
2
2
21 
2
2

1
: (6)
Here   31  32	= is the branching ratio difference
for the intermediate state which scales the contribution of
each Rabi frequency to the pumping rate 1p . This time
scale p sets the EIT or CPT response in either transient or
steady states. Previous work on EIT or CPT concentrates
mainly on the symmetric case with   0. But in the case
of alkaline earths where 1, Eq. (6) shows that the
Rabi frequency associated with the weaker transition dic-
tates p. For the 88Sr lattice clock where 31 
2	
 32 MHz 32  2	
 620 Hz (i.e.,  1), the
pumping time at resonance p0	 is determined by the
magnetic dipole coupling 2 between 3P0 and 1P1.
Figure 2 shows the dependence of p0	 on each Rabi
frequency while keeping the other one fixed. The dotted
lines are the corresponding differential ac Stark shift of the
clock frequency in the steady state regime. Note that small
ac Stark shifts correspond to long optical pumping times
conflicting with realistic clock duty cycles. For instance,
the proposal by [10] with ac Stark shift below 21.7 mHz for
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an accuracy of 2
 1017 leads to a signal contrast of a few
percent only after 160 s. The scheme presented here finds a
combination of parameters that maximizes contrast while
suppressing ac Stark shifts, exploiting the transient dynam-
ics for short pulses and detuned laser fields. The highly
asymmetric  allows this scheme to uniquely exploit
ground-state detection with a high-contrast narrow reso-
nance manifested in the atomic population transfer. In the
region of detuning between Raman spectroscopy (0=
1) and EIT/CPT (0= 1), we find contrasts of up to
60%, even though  p0	 ’ 100 s. This same ap-
proach could be extended easily to the four level scheme
[11], the magnetic induced optical transition [6] or any
other clock configurations involving dark states.
The small difference between the field-free clock detun-
ing r and the ac Stark shifted detuning 1  2  1 
2	  r under laser fields leads to a small phase shift of
the Ramsey-EIT fringe defined by ; m	 in Eq. (5)
[19,20]. Solving Eq. (2) numerically, we find that a judi-
cious choice of the laser detuning 0	m cancels the exter-
nal ac Stark shifts, minimizing the influence to the clock
transition when high field strengths are used to rapidly
drive EIT resonances. To confirm these results, we also
establish an analytical expression for; m	 based on the
atomic wave-function formalism [24], using the
Hamiltonian of Eq. (3) adding only the term i=2 asso-
ciated with spontaneous relaxation [25,26] and neglecting
all lattice decoherences. By adiabatic elimination of state
j3i, within an effective two-level system including only the
clock states j1i and j2i, the amplitudes evolve with a matrix
M, generalized from Ref. [27] by assuming 1  2:
 
M
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sin
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2
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2
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M My
My M
 !
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where !  2eff  42eff	1=2 and eff (eff) is the com-
plex detuning (Rabi frequency) in the effective two-level
system, extending the definitions of [28]:
 
eff  
2
1
1  i=2
21  
2=4
22
2  i=2
22  
2=4
 1  2	;
eff  12

1  i=2
21  
2=4
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22  
2=4

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: (8)
The atomic phase depends not only on the wave-function
coefficients of the atomic evolution but also on the steady
states included in the closed density matrix equations [29].
However, when short pulses , m  p0	 are applied,
stationary solutions can be ignored. For initial conditions
110	  1, 220	  0, we find an expression for the
atomic phase related to the clock frequency shift:
 ; m	  arg

Mm	
Mym	
My	
M	

: (9)
We are able to find values of 0	m where the clock shift is
suppressed for different practical choices of Rabi frequen-
cies i. Figure 3(a) plots the clock frequency shift [ as
defined in Eq. (5)] versus 0 under three different cases of
  m, with T  1 s and 1=2  8. The dots show
numerical results from Eq. (2) and solid curves are ana-
lytical results from Eq. (9). Here, we find a nonvanishing
 under all conditions. However, as the ratio of 1=2
increases, we do find both approaches give the same value
 
Detuning (∆0)m
79.4 79.6 79.8 80.0 80.2 80.4 80.6 80.8
-3
-2
-1
0
1
2
3
 Ω2= Ω 
Ω1= 15.16 Ω
Τ = 5 s
Τ = 4 s
Τ = 3 sΤ = 1 s
Τ = 2 s
Fr
eq
u
en
cy
 
sh
ift
 
δδ δδ νν νν
    
(m
Hz
)
Optical detuning ∆0/2π (MHz)
0 20 40 60 80 100 120 140
-250
-200
-150
-100
-50
0
50
100
Ω2= Ω
Ω1= 15.16 Ω
τ = 0.3 s
τ = 0.1 s
τ = 0.2 s
Fr
eq
ue
nc
y 
sh
ift
 
δδ δδ νν νν
    
(m
H
z)
Optical detuning ∆0/2π (MHz)
Wave-function formalism
Optical Bloch equations
0 20 40 60 80 100 120 140
0
20
40
60
80
100
120
140 Ω2= Ω
Ω1= 8 Ω 
 
τ = 0.1 s
τ = 0.2 s
τ = 0.3 s
Fr
eq
ue
n
cy
 sh
ift
 δδ δδ
νν νν
    
(m
H
z)
Optical detuning ∆0/2π (MHz)
(b)
(d)(c)
(a)
Reference
τ = T = 1 s
79.4 79.6 79.8 80.0 80.2 80.4 80.6 80.8
-3
-2
-1
0
1
2
3
0.8 s
0.6 s
0.5 s
0.4 s 0.3 s
0.2 s
τ = 0.1 s
Fr
eq
ue
nc
y 
sh
ift
 
δδ δδ νν νν
(  m
H
z)
Optical detuning ∆0/2π (MHz)
Ω2= Ω
Ω1=15.16 Ω
Reference
τ = T = 1 s
FIG. 3 (color online). Time diluted frequency shift [Eqs. (5)
and (9)] arising from off-resonance ac Stark shift contributions
to the 1S0 $ 3P0 transition under different optical detunings 0.
(a) Three different cases of pulse durations   m are shown,
under T  1 s and 1=2  8. Numerical calculations based
on Eq. (2) (solid dots) agree with analytical results from the
wave-function formalism. The pumping time at resonance is
p0	  5 s and the common Rabi frequency is  
=4p0	
q
. (b) Same as (a) except 1=2  15:16, showing
Stark shift cancellation near 0	m  80 MHz. (c) A zoomed-in
plot of  versus 0, with the slope reduced for a longer T. The
location of the common crossing point is 0	m. (d)  under
different  around 0	m. The crossings (shown as solid dots)
between lines indicate that the same  is obtained for different
values of .
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FIG. 2 (color online). Differential ac Stark shifts 1  2
(dashed curves) on the 1S0 $ 3P0 clock frequency and the
optical pumping time p0  0	 (solid curves) using Eq. (6)
vs either (a) magnetic Rabi frequency 2 or (b) electric Rabi
frequency 1.
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of 0	m where clock shift is suppressed, as indicated in
Fig. 3(b). When different free-evolution times (T) or pulse
durations (  m) are used, the accumulated phase shift
changes, leading to variations in the dependence of  on
0, as shown in the expanded view of Figs. 3(c) and 3(d).
To determine the optimum value of 0	m for a practical
clock realization at   1 s, we can use two different
techniques. First [Fig. 3(c)], extending T reduces the sen-
sitivity of  on 0. Hence, the curves depicting  versus
0 for different T rotate around 0	m, with no changes in
the signal contrast. In the second approach [Fig. 3(d)], we
find the values of 0 where  for   1 s is the same as
that for some other values of  (<1 s). These values of 0
can be plotted as a function of  and extrapolated to   0
to find 0	m. However, the signal contrast under smaller 
is reduced due to the effect of pulse preparation on popu-
lation transfer.
From Eq. (4) we find spectral line shapes and transition
probabilities as a function of the experimental parameter
r, shown in Fig. 4(a). Since  p0	, the two-photon
resonance has a Fourier transform linewidth given by the
duration  where power broadening effects have been
eliminated. The spectra also exhibit the typical coherent
Ramsey nutations with period 1=2T and a central fringe
free from systematic shifts. We have also determined the
sensitivity of  to laser intensities (i) and detunings,
demonstrating that the uncertainty of the optical clock
frequency <5 mHz (1017) is achievable by controlling
0 at the 100 kHz level around 0	m. Meanwhile, i
fluctuations should be controlled <0:5%. We note that for
a given set of  and i, different values of 0	m can be
found. For example, 0	m  200 MHz is another opti-
mum value for larger i [Fig. 4(b)]. In this case, the signal
contrast is further improved with a population transfer of
up to 60%, leading to enhanced clock stability but also
slightly larger uncertainty.
In summary, our method achieves the 1017 accuracy
expected for a ‘‘light-insensitive’’ lattice clock with pulsed
EIT or Raman techniques. A signal contrast of 20% to 60%
(Fig. 4) can be achieved, including realistic lattice deco-
herence times [4]. Extensions are possible to the proposal
of [11] by replacing the 1P1 state with 3P1, to magnetic
field induced optical transitions [6], for other species such
as 52Cr [30], and for nuclear clock transitions [31].
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Chapitre 3
Vers la spectroscopie a` tre`s haute
re´solution de mole´cules d’origine
atmosphe´rique et astrophysique
Ce chapitre est consacre´ au nouveau the`me de recherche que je de´veloppe a` l’UPMC et
dans lequel le laboratoire LERMA2 s’est engage´ sur les 4 a` 5 prochaines anne´es a` travers un
financement des e´quipements assure´ par la plateforme Temps-Fre´quence de l’UPMC, par
le Domaine d’Inte´reˆt Majeur ACAV (Astrophysique et Conditions d’Apparition de la Vie)
avec le soutien de la re´gion Ile de France. L’e´quipe du Poˆle ”mole´cules dans l’Univers” du
LERMA2 est e´galement partenaire du labex FIRST-TF qui regroupe les principaux labora-
toires de recherche Temps-Fre´quence nationaux (FEMTO-ST, GEOAZUR, LPL, SYRTE,
UTINAM). L’e´quipe va de´velopper un nouveau spectrome`tre infrarouge a` diode laser QCL
(quantum cascade laser) stabilise´e sur un e´talon primaire de fre´quence a` l’aide d’un lien
optique entre le SYRTE situe´ a` l’Observatoire de Paris et l’e´quipe du LERMA2 situe´e
a` Jussieu. L’objectif final est d’atteindre un transfert d’exactitude relatif en fre´quence de
quelques 10−14 re´alise´ par l’interme´diaire d’un laser femto-seconde (peigne de fre´quences)
dont le taux de re´pe´tition sera asservi sur une re´fe´rence de fre´quence constitue´e par un
e´talon de fre´quence micro-onde et un maser a` hydroge`ne.
L’activite´ de l’e´quipe porte sur la physique mole´culaire et ses applications pour l’e´tude
de l’atmosphe`re terrestre ainsi que sur la compre´hension de processus mole´culaires dans
des milieux astrophysiques (come`tes, plane`tes, milieu interstellaire). Son expertise s’e´tend
des e´tudes expe´rimentales et the´oriques en laboratoire (spectrome´trie infrarouge et ultra-
violet, spectrome´trie de masse, surfaces cryoge´niques, analyse spectrale, calculs de taux
de relaxation, constitution de bases de donne´es mole´culaires) aux campagnes de me-
sures sur le terrain (sondage in-situ ou a` distance de la composition troposphe´rique
et stratosphe´rique, surveillance satellitaire). La mesure par spectroscopie laser et par
te´le´detection satellitaire des gaz atmosphe´riques sont des outils incontournables dans la
recherche sur le re´chauffement climatique et plus ge´ne´ralement sur l’environnement et la
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O3 isotopes 10 um.jpg
Figure 3.1 – Signatures spectrales mole´culaires des isotopologues de l’ozone a` 10 µm
(autour de 1000 cm−1).
dynamique physico-chimique de l’atmosphe`re. La qualite´ actuelle des donne´es spectrosco-
piques contraint parfois fortement les mode`les climatiques et chimiques qui se fondent
sur la surveillance satellitaire globale et a` long terme des espe`ces isotopiques pre´sentes
dans l’atmosphe`re [1]. L’e´quipe s’inte´resse plus particulie`rement aux mole´cules d’inte´reˆt
atmosphe´rique ou plane´taire notamment l’ozone O3 et ses diffe´rents isotopologues (conte-
nant les isotopes 16O, 17O ou 18O) dans le domaine spectral infrarouge vers 9.6 µm
(900 cm−1-1000 cm−1). Les signatures spectrales des isotopologues sont pre´sente´es sur la
figure Fig. 3.1. La chimie atmosphe´rique terrestre de l’ozone n’est pas encore totalement
comprise et conduit, par exemple, a` un fractionnement isotopique anormal qui peut eˆtre
imprime´ a` d’autres gaz atmosphe´riques par oxydation. Ce fractionnement isotopique anor-
mal proviendrait d’une combinaison d’une rupture de syme´trie [2] de la mole´cule d’ozone
(16O16O16O) lorsque un isotope d’oxyge`ne lourd 17O, ou 18O, remplace un atome d’oxyge`ne
16O et d’effets de cine´tique chimique lors de re´actions entre les diffe´rentes formes d’oxyge`ne
[3]. Pour e´tudier ces processus en de´tail, l’e´quipe du laboratoire cherche a` de´velopper un
nouveau spectrome`tre infrarouge a` diode laser QCL (quantum cascade laser) a` tre`s haute
exactitude en fre´quence afin de remplacer a` moyen terme la technique de stabilisation en
longueur d’onde d’une diode laser avec un laser He:Ne de re´fe´rence via un interfe´rome`tre
de Michelson.
3.1. LE SPECTROME`TRE DU LABORATOIRE A` DIODE LASER
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3.1 Le spectrome`tre du laboratoire a` diode laser asservie
sur un He:Ne
Les spectres mole´culaires obtenus par diode laser infrarouge asservie sur un inter-
fe´rome`tre controˆle´ par un laser de re´fe´rence sont extreˆmement pre´cis en longueur d’onde.
Expe´rimentalement, cette me´thode offre une grande sensibilite´ en de´tection. L’e´quipe di-
rige´e par C. Janssen posse`de, depuis de longues anne´es, un spectrome`tre a` diode laser
accordable autour de 9.6 microns stabilise´ par un laser He:Ne a` travers un interfe´rome`tre
de Michelson [4]. Au laboratoire, les deux miroirs plans qui ferment habituellement les bras
de l’interfe´rome`tre sont remplace´s chacun par un oeil de chat dont l’un deux est mobile.
Cette ge´ome`trie permet de se´parer spatialement les faisceaux laser et d’e´viter un retour
de lumie`re parasite sur les sources optiques. Un sche´ma du trajet des faisceaux laser a` tra-
vers les bras de l’interfe´rome`tre est pre´sente´ sur la figure Fig. 3.2(a) accompagne´ par une
photo du dispositif sur la figure Fig. 3.2(b). Le principe d’obtention d’un spectre repose
sur le controˆle de la diffe´rence de marche (de quelques cm a` presque 1 m) entre les bras


Figure 3.2 – (a) Sche´ma du parcours des faisceaux laser a` travers les bras de l’in-
terfe´rome`tre. (b) Photo du montage expe´rimental de l’interfe´rome`tre de Michelson.
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Spectre moléculaire expérimental O3
Franges d’un étalon Fabry-Perot
Spectre moléculaire de calibration N O 2
Figure 3.3 – Spectre expe´rimental des raies mole´culaires de l’isotopologue principal de
l’ozone 16O3 entre 1132.5 cm
−1 et 1134.5 cm−1.
de l’interfe´rome`tre qui varie par pas discret de 10 nm a` la longueur d’onde de 633 nm.
Cette diffe´rence de marche est stabilise´e a` chaque pas effectue´ par l’oeil de chat mobile a`
l’aide d’une boucle d’asservissement utilisant le signal d’erreur re´alise´ graˆce aux franges
d’interfe´rences d’un laser He:Ne qui e´claire le Michelson (mode`le SL03/1 from SIOS Mess-
technik GmbH de stabilite´ relative 5.10−9). Une modulation de 2 kHz est finalement ap-
plique´e sur une partie du faisceau laser de la diode, stabilise´e sur un ordre d’interfe´rence des
franges, qui sert a` enregistrer le spectre mole´culaire a` l’aide d’une de´tection synchrone du
signal d’absorption. Cet instrument est comple´mentaire des spectrome`tres a` transforme´e
de Fourier qui obtiennent des spectres sur des re´gions spectrales beaucoup plus e´tendues
mais avec une plus faible re´solution spectrale. Cet instrument, couple´ aux diffe´rentes cel-
lules d’absorption dont nous disposons, permet la de´termination tre`s pre´cise de parame`tres
spectroscopiques (coefficient d’e´largissement et de de´placement par la pression, intensite´
des raies) et fournit des donne´es spectroscopiques a` des projets satellitaires comme l’ins-
trument SWIFT de´veloppe´ par l’Agence Spatiale Canadienne [5]. Un spectre expe´rimental
des raies mole´culaires de l’ozone entre 1132.5 cm−1 et 1134.5 cm−1 est pre´sente´ sur la fi-
gure Fig. 3.3. Il a e´te´ obtenu au laboratoire avec une diode laser a` sel de plomb stabilise´e
par le controˆle interfe´rome´trique de la longueur d’onde [5]. Le pas minimal obtenu sur la
diode laser e´mettant a` 1133.5 cm−1 est de 2.4 10−4 cm−1 (soit environ 6 MHz). L’e´chelle
en longueur d’onde est calibre´e de manie`re absolue a` l’aide de 11 positions en fre´quence
de´termine´es a` partir d’un spectre mole´culaire de N2O. Un e´talon confocal Fabry-Perot
3.2. LE PROJET : SPECTROME`TRE LASER LARGEMENT ACCORDABLE
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(AL6000, Aerolaser, Germany) permet e´galement de ve´rifier la line´arite´ du balayage en
longueur d’onde et l’absence de sauts de modes de la diode laser. Les mesures ont ainsi
permis de de´terminer les positions absolues en nombre d’onde avec une exactitude de
4 10−5 cm−1 et les intensite´s des raies mole´culaires avec une incertitude de l’ordre de 1 a`
2 %.
3.2 Le projet : spectrome`tre laser largement accordable a`
tre`s haute re´solution dans l’infrarouge
La plupart des bandes caracte´ristiques d’absorption rovibrationnelle des compose´s
mole´culaires atmosphe´riques se situent dans la re´gion de l’infrarouge moyen entre 500 cm−1
(20 µm) et 4000 cm−1 (2 µm). Dans la feneˆtre atmosphe´rique infrarouge qui nous inte´resse
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Figure 3.4 – (a) Exigences des programmes satellitaires comme OCO (Orbital Carbon
Observatory) et SWIFT (Stratospheric Wind Interferometer For Transport Studies) sur
la de´termination des parame`tres mole´culaires du dioxyde de carbone CO2 et de l’ozone O3
atmosphe´rique a` 10 µm. (b) Variabilite´ naturelle de la composition istopique de mole´cules
atmosphe´riques en fonction de la re´solution relative en fre´quence du spectrome`tre.
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entre 8 et 14 µm (gamme de longueur d’onde privile´gie´e pour la de´tection satellitaire), les
spectres rovibrationels de mole´cules comme O3 et CO2 sont intenses et permettent par
exemple d’e´tudier la photochimie de l’atmosphe`re martienne [6] ou de mesurer la vitesse
des vents atmosphe´riques sur Ve´nus [7].
L’e´quipe s’attache au de´veloppement d’un spectrome`tre infrarouge autour de 900-
1100 cm−1 asservi en fre´quence a` mieux que 10−8cm−1 (< 10−11 en valeur relative),
stabilise´ en intensite´ autour du pourcent, afin d’e´tudier les diffe´rents parame`tres spectro-
scopiques de plusieurs isotopologues de l’ozone [8] avec une exactitude potentiellement 1000
fois meilleure que les diodes asservies sur un interfe´rome`tre controˆle´ par un laser He:Ne.
Les techniques d’asservissement en fre´quence de sources lasers sur des re´fe´rences optiques
ultra-stables permettent depuis quelques anne´es d’envisager une re´duction par plusieurs
ordres de grandeur de leur fonction d’appareil [9, 10] pour de la spectroscopie quantitative
a` tre`s haute re´solution. Avec une telle pre´cision, le spectrome`tre pourra re´pondre aux
exigences de programmes satellitaires OCO et SWIFT et sur la de´termination de certains
parame`tres mole´culaires avec une tre`s faible incertitude (voir la figure Fig. 3.4(a)). Une
e´tude pousse´e des tre`s faibles variations de la composition isotopique lors de la forma-
tion ou de la destruction de mole´cules atmosphe´riques pourra eˆtre e´galement envisage´
afin d’ame´liorer la compre´hension de la dynamique atmosphe´rique. A titre d’exemple, je
pre´sente sur la figure Fig. 3.4(b) la re´solution en fre´quence ne´cessaire pour suivre des
variations de composition isotopique de quelques ❻ sur plusieurs espe`ces mole´culaires.
Le projet de l’e´quipe repre´sente un de´fi scientifique enthousiasmant a` l’interface entre la
physique mole´culaire et le de´veloppement instrumental de sources lasers THz ultra-stables
en laboratoire.
3.2.1 Spectroscopie d’absorption sature´e de transitions rovibrationnelles
de 16O3 a` 9.6 µm
Le projet commence avec la spectroscopie mole´culaire de l’ozone en cellule de va-
peur par absorption sature´e a` l’aide d’une source laser QCL ope´rationnelle centre´e vers
1050 cm−1 monomode (type DFB) de puissance moyenne 50 mW vendue par la socie´te´
Alpes Laser [11]. Une caracte´risation des performances en fre´quence de la source laser
qui de´pendra notamment du bruit du controˆleur en courant sera effectue´e et pourra eˆtre
compare´e a` la technique de controˆle interfe´rome´trique de la longueur d’onde. Un montage
expe´rimental d’absorption sature´e est en cours de re´alisation afin d’e´liminer la compo-
sante Doppler sur une transition mole´culaire tre`s intense de l’isotope principal de l’ozone
autour de 1050.74 cm−1. Les simulations des spectres mole´culaires en transmittance a`
travers une cellule de longueur 10 cm a` tempe´rature ambiante et pour une pression de 40
mTorr sont pre´sente´es sur la figure Fig. 3.5. Afin d’analyser simplement les parame`tres
importants de la re´sonance mole´culaire comme le contraste et la largeur homoge`ne de la
raie en fonction de l’intensite´ laser, on pre´sente, sur la Fig. 3.5, le re´sultat d’un calcul
de forme de raie que l’on obtient en re´gime d’absorption sature´e de type pompe-sonde.
En utilisant les parame`tres mole´culaires disponibles de l’ozone 16O3 a` partir de la base
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Figure 3.5 – Simulation a` T = 296 K d’une raie mole´culaire de forte intensite´ de l’isoto-
pologue principal de l’ozone 16O16O16O vers 1050.74 cm−1 par la technique d’absorption
sature´e dans une cellule de longueur 10 cm. La pression dans la cellule est de 40 mTorr.
Avec une puissance de 100 µW et une section du faisceau laser de 2 cm, le parame`tre de
saturation vaut S = I/Isat = 0.6.
HITRAN 2004 pour une raie situe´e vers 1050.74 cm−1 a` une pression de 40 mTorr, on
obtient un profil d’absorption sature´e pre´sentant une raie sans effet Doppler de contraste
25% avec une puissance laser proche de 100 µW. La largeur totale attendue de la raie
devrait se situer autour de 3 MHz en supposant une largeur instrumentale de 1 MHz pour
la diode QCL et des contributions respectives de 200 kHz pour l’e´largissement collisionnel
par pression et de 30 kHz pour l’e´largissement par temps de vol a` travers le col du laser.
Bien-suˆr, une e´tude pousse´e du profil de raie permettra de mieux caracte´riser la contribu-
tion du bruit en fre´quence apporte´e par le controˆleur commercial en courant de la diode.
On pourra e´galement s’inte´resser a` la re´duction de la largeur spectrale instrumentale de
la fonction d’appareil en dessous du MHz avec un montage en cavite´ e´tendue de la source
QCL [12, 13]. On pourra envisager de verrouiller la source QCL sur la raie d’absorption
sature´e de l’ozone pour re´aliser des mesures de de´placement de fre´quence par pression a`
tre`s haute re´solution avec un peigne de fre´quence optique [14, 15]. La source QCL sta-
bilise´e vers 1050 cm−1 re´pondra au besoin de la physique mole´culaire de mesurer avec
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exactitude les de´placements de fre´quence des raies en fonction de la pression qui ne sont
pas bien connus dans cette re´gion spectrale [16].
3.2.2 Stabilisation en longueur d’onde d’une diode QCL controˆle´e a`
l’aide d’un peigne de fre´quences optiques
Je de´cris, brie`vement, la re´alisation du spectrome`tre laser qui repose sur l’utilisation
d’une source laser QCL accordable et asservie sur un peigne de fre´quences re´fe´rence´ par une
fibre optique sur un e´talon primaire de fre´quence micro-onde du SYRTE. Le de´veloppement
instrumental s’inspire directement des publications [17, 18]. Un peigne de fre´quences op-
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Figure 3.6 – Sche´ma simplifie´ du principe d’asservissement en longueur d’onde du spec-
trome`tre laser infrarouge a` 10 microns a` l’aide d’un peigne de fre´quences optiques.
tiques de´livre 700 mW a` 1542 nm (Laser MENLO SYSTEM FC1500-250-WG, taux de
re´pe´tition de 250 MHz) dont la cadence de re´pe´tition fr est asservi a` l’aide d’une boucle
a` verrouillage de phase a` partir d’un signal de re´fe´rence a` 1542 nm distribue´ par une fibre
optique. On assure l’asservissement de la source QCL a` l’aide d’une somme de fre´quence
(Sum Frequency Generation en anglais) entre le peigne de re´fe´rence de´cale´ vers 1850 nm
et la source laser a` travers un cristal non line´aire par exemple de type AgGaS2 [17]. On
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recombine ensuite le peigne somme fSFGm = f0 +m · fr + fQCL obtenu avec le peigne de
fre´quence initial appele´e fn = f0 + n · fr. La Fig. 3.6 de´crit le principe de verrouillage
de phase a` partir du battement entre le peigne initial et le peigne somme a` l’aide d’un
dispositif e´lectronique de de´tection fourni par MENLO SYSTEM (”Beam Detection Unit”
ou BDU en anglais). La correction e´lectronique est applique´e sur le controˆleur en courant
de la diode laser QCL. Le re´sultat obtenu est fSFGm − fn = fQCL+(m−n)fr inde´pendant
de l’offset f0 du peigne. Le spectre du battement ν = f
SFG
m − fn reproduit avec une tre`s
grande pre´cision la fonction d’appareil de la diode QCL puisque la diffe´rence (m − n)fr
n’a potentiellement qu’une tre`s faible largeur spectrale. Pour de´terminer la fre´quence de
la diode QCL avec exactitude, il suffit alors de mesurer avec un compteur la fre´quence
du battement ν. La de´marche est assez proche de celle de l’auto-re´fe´rencement utilise´e en
me´trologie des fre´quences optiques pour de´terminer la fre´quence de de´calage d’un peigne
femto-seconde (fre´quence offset f0). Toutefois, dans notre projet, le me´lange des 2 peignes
de fre´quence conduit directement a` la mesure directe de la fre´quence a` 9.6 µm a` partir
de la cadence de re´pe´tion en e´liminant le de´calage en fre´quence du peigne. Le balayage
fin en longueur d’onde de la diode QCl est re´alise´ a` l’aide d’un synthe´tiseur de fre´quence
qui peut agir sur la fre´quence du battement avec une plage de balayage qui de´pendra de
la bande passante d’asservissement en fre´quence. La grande accordabilite´ sera effectue´e
en modifiant directement la fre´quence de la diode QCL pour aller chercher le battement
suivant entre le mode n+ 1 du peigne initial et le mode m du peigne somme.
Lorsque le dispositif d’asservissement du spectrome`tre sera pleinement ope´rationnel,
l’e´quipe se lancera dans la spectroscopie de l’ozone pour la mesure absolue des intensite´s
de raie [19] et l’e´tude des effets isotopiques.
3.2.3 Variation des constantes fondamentales, transitions rotationnelles
et spectroscopie laser a` 2 photons
Comme le rappelle Edouard Brezin dans son livre ”Demain la physique”, c’est en 1919,
que The´odore Kaluza introduit une ge´ne´ralisation de la the´orie d’Einstein, comprenant un
espace-temps a` cinq dimensions, dans lequel les quantite´s comme la constante de structure
fine α et la force e´lectrique entre un proton et un e´lectron ne sont plus des parame`tres
constants mais de´termine´s par des champs variables dans l’espace et le temps. L’e´ventualite´
d’une variation temporelle de certaines constantes fondamentales avait e´te´ aussi sugge´re´e
par P.A.M. Dirac et d’autres physiciens en proposant de faire des mesures pre´cises de cer-
tains phe´nome`nes de´pendant de la structure fine ou du rapport de la masse du proton sur
la masse de l’e´lectron. Par exemple, en e´tudiant les spectres e´mis par des galaxies tre`s loin-
taines, on peut avoir acce`s a` la valeur de α, une dizaine de milliards d’anne´es dans le passe´.
La contrainte la plus forte sur la variabilite´ temporelle de α a e´te´ effectue´e en e´tudiant
la composition isotopique des produits de re´actions nucle´aires qui ont eu lieu, il ya deux
milliards d’anne´es, dans le re´acteur naturel d’Oklo au Gabon [20]. Des mesures absolues
de fre´quence hyperfine du ce´sium effectue´es pendant 2 ans sur une fontaine atomique au
SYRTE ont e´galement permis de contraindre la stabilite´ de la constante de structure fine
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sur des temps beaucoup plus courts [21]. En 2007, les comparaisons de fre´quence entre une
horloge a` ion mercure et une fontaine a` ce´sium au NIST pendant 6 ans contraignent la sta-
bilite´ de la constante de structure fine au niveau de α˙/α < 1.3×10−16 an−1 [22]. En 2008,
la contraite sur la variation temporelle est porte´e au niveau de α˙/α < 2.3 × 10−17 an−1
[23]. Tous les tests de physique fondamentale re´alise´s aujourd’hui cherchent a` mettre en
e´vidence une e´ventuelle violation du principe d’invariance de Lorentz et de la syme´trie
CPT (Charge, Parite´, Temps) dans le cadre d’une the´orie quantique des champs. Une
brisure de syme´trie en physique du mode`le standard impliquerait une de´pendance spatiale
et temporelle des constantes fondamentales de la nature.
Avec un peigne de fre´quences optiques asservi sur un e´talon primaire de fre´quence,
le laboratoire peut envisager de participer a` la mesure des variations temporelles des
constantes fondamentales sur des mole´cules diatomiques (CO, OH, OD, etc...) intervenant
en physico-chimie atmosphe´rique. Un radical libre, comme la mole´cule OH par exemple,
pre´sente des doublets rotationnels se´pare´s de 1.6 GHz entre les niveaux hyperfins ∆F = 0
de l’e´tat fondamental 2
∏
3/2 insensibles au champ magne´tique du premier ordre. Le groupe
de Jun Ye au JILA mesure pre´cise´ment la fre´quence du doublet rotationnel de OH sur
un faisceau mole´culaire ralenti par un de´ce´le´rateur a` effet Stark qui traverse une cavite´
micro-onde. La contrainte attendue sur la variation α˙/α pourrait eˆtre infe´rieure a` 1 ppm
sur 1010 ans en combinant la mesure de fre´quence mole´culaire par spectroscopie en labo-
ratoire avec les mesures de fre´quences d’e´mission maser OH dans les nuages interstellaires
observe´es par les radiote´le´scopes [24].
D’autres tests fondamentaux sont envisageables, comme l’e´tude de la stabilite´ tempo-
relle du rapport de la masse du proton sur la masse de l’e´lectron µ = mp/me qui peut
eˆtre e´galement exe´cute´e sur des transitions mole´culaires rovibrationnelles. Le test le plus
contraignant jusqu’a` maintenant a e´te´ effectue´ au LPL par le groupe ”me´trologie, mole´cules
et tests fondamentaux” en comparant, pendant deux ans, une transition vibrationnelle de
la mole´cule SF6 avec les mesures de fre´quence hyperfine d’une fontaine atomique a` ce´sium
[25]. Il place cette limite a` µ˙/µ < 5.6× 10−14 an−1.
Quelques groupes de recherche internationaux s’inte´ressent, par exemple, a` l’intercom-
paraison de transitions a` 2 photons micro-onde sur le monoxyde de carbone CO, entre
deux niveaux rotationnels presque de´ge´ne´re´s, qui imposent un test encore plus sensible de
la variation relative µ˙/µ au niveau de 10−15 an−1 [26]. La` encore, la spectroscopie d’un jet
mole´culaire de CO subissant une de´ce´le´ration dans une cavite´ en guide d’ondes de Ramsey
est propose´e pour mesurer des fre´quences de transition entre 1.6 GHz et 2.5 GHz avec une
re´solution relative espe´re´e infe´rieure a` 10−12 apre´s 300 heures d’inte´gration. La ge´ome´trie
de type fontaine est e´galement de´veloppe´e dans le groupe de W. Ubachs du Laser Centre
Vrije Universiteit aux Pays-Bas pour observer, par la mesure sur plusieurs anne´es d’une
transition micro-onde a` 22.6 GHz, le taux d’inversion de la configuration d’orientation
d’une mole´cule d’ammoniaque NH3 par effet tunnel a` travers une barrie`re de potentiel
[27]. La stabilite´ temporelle de ce taux de conversion est e´galement un test contraignant
de la variation relative µ˙/µ.
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Un peigne optique stabilise´ en fre´quence constitue a` cet e´gard une re´fe´rence ide´ale
pour ge´ne´rer une onde micro-onde cohe´rente a` tre`s bas bruit de phase par l’interrogation
des transitions mole´culaires dans une cavite´ re´sonnante [28]. On peut e´galement direc-
tement asservir deux sources lasers, chacune sur une dent d’un peigne de fre´quence afin
d’assurer la cohe´rence de phase entre les deux fre´quences optiques pour l’interrogation
micro-onde [29]. Toutes les expe´riences pre´ce´dentes reposent sur l’utilisation de cavite´s
e´lectromagne´tiques. Elles peuvent e´galement s’inspirer de la spectroscopie micro-onde par
transition a` 2 photons asservie sur un peigne de fre´quence re´fe´rence´ avec un dispositif
expe´rimental similaire a` la stabilisation d’un oscillateur micro-onde par effet Raman sti-
mule´ [30] ou envisager une ge´ome´trie de type fontaine [31]. Pour finir, on note que le
taux d’excitation a` 2 photons, qui demande une puissance micro-onde e´leve´e, peut in-
duire des de´placements de fre´quence de type Bloch-Siegert assez se´ve`res sur la transition
mole´culaire. Ces de´placements de fre´quence et la sensibilite´ a` la fluctuation d’intensite´ du
champ micro-onde pourraient eˆtre e´limine´s par l’utilisation d’une se´quence d’impulsions la-
sers EIT/Raman ou Hyper-Ramsey convenablement parame´tre´es (voir le chapitre 2). Avec
les derniers travaux entrepris sur le ralentissement par effet Stark de jets mole´culaires et le
pie´geage de mole´cules polaires dans une trappe e´lectrostatique ou dans une configuration
de type synchrotron [32], les transitions pourraient eˆtre observe´es avec des temps d’inter-
rogation approchant la dure´e de vie des niveaux rotationnels de l’e´tat fondamental (60 ms
pour OH) et ame´liorer davantage l’exactitude des mesures d’une fre´quence mole´culaire.
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Annexe A
La structure atomique d’un
alcalin : exemple du 133Cs
Dans cette annexe, on pre´sente la structure hyperfine et magne´tique comple`te des
e´tats 62S1/2, 6
2P1/2 et 6
2P3/2 dans la base {|mI ,mJ〉} pour le 133Cs. On utilise les deux
ouvrages de C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, F. Laloe¨, ”Me´canique quantique : tomes I et
II” pour la de´finition des ope´rateurs de projection. Par convention, les valeurs propres
quantifie´es de la projection des moments angulaires le long de l’axe de quantification sont
proportionnelles a` ~. La constante de structure hyperfine A(2S+1LJ) est homoge`ne a` une
e´nergie. Toutes les donne´es expe´rimentales et les re´fe´rences associe´es sont pre´sente´es dans
un tableau a` la fin de l’annexe.
A.1 Correction magne´tique en champ faible
Lorsqu’un atome est plonge´ dans un champ magne´tique B de tre`s faible intensite´,
l’hamiltonien HZ de l’atome dans un champ magne´tique s’e´crit comme la somme des 3
moments magne´tiques du mouvement orbital
−→
L , du spin de l’e´lectron
−→
S et du spin du
noyau
−→
I :
HZ = −(−→ML +−→MS +−→MI) · −→B = (gL−→L + gS−→S − gI−→I ) · µB
~
−→
B (A.1)
avec le magne´ton de Bohr µB = eh/2me et la convention de signe prise pour le facteur
de Lande´ nucle´aire gI > 0. Avec le the´ore`me de projection applique´ sur les moments
angulaires, on obtient les relations suivantes :
−→
S =
〈−→S · −→J 〉
~2J(J + 1)
〈−→J · −→F 〉
~2F (F + 1)
−→
F ,
−→
L =
〈−→L · −→J 〉
~2J(J + 1)
〈−→J · −→F 〉
~2F (F + 1)
−→
F ,
−→
I =
〈−→I · −→F 〉
~2F (F + 1)
−→
F
(A.2)
ce qui revient a` conside´rer que tous les ope´rateurs vectoriels sont proportionnels au moment
angulaire
−→
F . La correction en e´nergie 〈HZ〉F,mF = ∆EZ s’e´crit alors dans la the´orie des
169
170
ANNEXE A. LA STRUCTURE ATOMIQUE D’UN ALCALIN : EXEMPLE
DU 133CS
perturbations au premier ordre :
∆EZ =
mFµBB
([
gL
〈−→L · −→J 〉
~2J(J + 1)
+ gS
〈−→S · −→J 〉
~2J(J + 1)
]
〈−→J · −→F 〉
~2F (F + 1)
− gI 〈
−→
I · −→F 〉
~2F (F + 1)
)
(A.3)
A partir de la combinaison des moments angulaires
−→
F =
−→
I +
−→
J et
−→
J =
−→
L +
−→
S et en
calculant les valeurs moyennes associe´es aux valeurs propres des ope´rateurs de HZ , on
obtient finalement l’expression de l’e´clatement des sous-niveaux Zeeman en champ faible :
∆EZ =
mfµBB
(
gJ
[
F (F + 1)− I(I + 1) + J(J + 1)
2F (F + 1)
]
− gI
[
F (F + 1) + I(I + 1)− J(J + 1)
2F (F + 1)
])
(A.4)
avec le facteur de Lande´ effectif gJ = gL
J(J+1)−S(S+1)+L(L+1)
2J(J+1) + gS
J(J+1)+S(S+1)−L(L+1)
2J(J+1) .
Le de´placement en e´nergie est dans ce cas line´aire avec le champ. Le traitement perturbatif
est valable tant que la correction apporte´e par l’application d’un champ magne´tique reste
petite devant l’hamiltonien de structure hyperfine.
A.2 Hamiltonien hyperfin et magne´tique en champ interme´diaire
Le hamiltonien ne´cessaire au calcul en champ interme´diaire s’e´crit en prenant le champ
magne´tique
−→
B selon l’axe Oz :
H = A(2S+1LJ)/~
2−→I · −→J + gjµBB/~ · JZ − gIµBB/~ · IZ (A.5)
Le produit
−→
I · −→J s’e´crit avec les ope´rateurs Ix, Iy, Iz et Jx, Jy, Jz :
−→
I · −→J = IxJx + IyJy + IzJz = 1
2
[I+J− + I−J+] + IzJz (A.6)
en posant I± = Ix ± iIy, J± = Jx ± iJy. Les ope´rateurs I±, J± et Iz, Jz agissent sur les
e´tats propres |mI ,mJ〉 tels que :
I±J∓|mI ,mJ〉 =~2
√
I(I + 1)−mI(mI ± 1)
√
J(J + 1)−mJ(mJ ∓ 1)|mI ± 1,mJ ∓ 1〉
IzJz|mI ,mJ〉 =~2mImJ |mI ,mJ〉
(A.7)
Dans la base {|mI ,mJ〉}, le hamiltonien s’e´crit donc :
H|mI ,mJ〉 =A(2S+1LJ)/~2
[
I+J−
2
|mI + 1,mJ − 1〉+ I−J+
2
|mI − 1,mJ + 1〉
]
+A(2S+1LJ)mImJ |mI ,mJ〉
+ gjµBBmJ |mI ,mJ〉 − gIµBBmI |mI ,mJ〉
(A.8)
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Figure A.1 – Structure hyperfine et magne´tique de l’e´tat fondamental et des premiers e´tats
excite´s de l’atome de ce´sium 133Cs. Chaque e´le´ment de matrice contient des termes propor-
tionnels au couplage hyperfin A(2S+1LJ) et au terme d’interaction magne´tique µBB. Ces
e´le´ments de matrice sont calcule´s dans la base {|mF − 12 , 12〉, |mF + 12 ,−12〉} pour les e´tats
62S1/2, 6
2P1/2 et dans la base
{|mF − 32 , 32〉, |mF − 12 , 12〉, |mF + 12 ,−12〉, |mF + 32 ,−32〉}
pour l’e´tat 62P3/2. Les blocs de matrice 4× 4 et 2× 2 sont de´finis dans la figure Fig. A.2.
avec les composantes I±J∓ = ~2
√
I(I + 1)−mI(mI ± 1)
√
J(J + 1)−mJ(mJ ∓ 1)
On peut e´galement changer de base des e´tats propres : {|mI ,mJ〉} −→ {|mF −mJ ,mJ〉}.
Le hamiltonien devient :
H|mf −mJ ,mJ〉 =
A(2S+1LJ)/~
2
[
I±J∓
2
|mF −mJ + 1,mJ − 1〉+ I∓J±
2
|mF −mJ − 1,mJ + 1〉
]
+A(2S+1LJ)(mf −mJ)mJ |mf −mJ ,mJ〉+ gjµBBmJ |mf −mJ ,mJ〉
− gIµBB(mf −mJ)|mf −mJ ,mJ〉
(A.9)
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Figure A.2 – Matrices des niveaux hyperfins et des sous-niveaux Zeeman dans 62S1/2,
62P1/2 et 6
2P3/2.
ou` les composantes qui agissent sur les e´tats propres |mf − mJ ,mJ〉 sous l’action des
ope´rateurs de projection sont maintenant de´finies par :
I±J∓ = ~2
√
I(I + 1)− (mF −mJ)(mF −mJ ± 1) ·
√
J(J + 1)− (mJ)(mJ ∓ 1) (A.10)
A.3 La structure atomique des e´tats 62S1/2, 6
2P1/2 et 6
2P3/2
La structure comple`te des e´tats 62S1/2, 6
2P1/2 et 6
2P3/2 est pre´sente´e sur la figure
Fig. A.1. Les e´nergies propres des e´tats 62S1/2, 6
2P1/2 et 6
2P3/2 peuvent eˆtre e´value´s a`
l’aide des matrices pre´sente´es sur la figure Fig. A.2. Lorsque le moment de spin nucle´aire
I ou le moment total de spin J est diffe´rent de 1/2, un terme d’interaction quadrupolaire
e´lectrique intervient dans la correction e´nerge´tique des niveaux d’e´nergies. Le spin nucle´aire
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Figure A.3 – Eclatement Zeeman des e´tats 62S1/2, 6
2P1/2 et 6
2P3/2. Les figures sont
extraites de la publication : Daniel A. Steck, ”Cesium D Line Data,” available online at
http ://steck.us/alkalidata (revision 2.1.4, 23 December 2010) de D. Steck.
total interagit avec les gradients de champ e´lectrique qui apparaissent lorsque la distribu-
tion de charges du nuage e´lectronique est anisotrope autour du noyau atomique. Dans le
cas du 133Cs avec un spin nucle´aire I = 7/2, le terme quadrupolaire e´lectrique reste 100
fois infe´rieur au terme de couplage hyperfin et peut eˆtre raisonnablement ne´glige´ en champ
faible pour l’e´tat 62P3/2. On notera e´galement que pour de petits champs magne´tiques, le
niveau hyperfin F = 3 de l’e´tat excite´ 62P3/2 pre´sente une tre`s faible sensibilite´ au champ
magne´tique, environ 0.588 kHz/G contre plusieurs centaines de kHz/G pour les autres
niveaux hyperfins. Cela s’explique par l’unique contribution du spin nucle´aire puisque le
terme proportionnel a` gJµBB s’annule pour F = 3 comme l’indique la formule Eq. A.4.
La leve´e de de´ge´ne´rescence des niveaux hyperfins en fonction du champ magne´tique est
pre´sente´e sur la figure Fig. A.3.
Les re´fe´rences :
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de´finition Quantite´ Valeur
Constante hyperfine 62S1/2 A(
2S1/2) h.2,298157943 (J.s×GHz)
62P1/2 A(
2P1/2) h.291,920(19) (J.s×MHz) [1, 2]
62P3/2 A(
2P3/2) h.50,275(3) (J.s×MHz) [1, 2]
Facteur de Lande´ 62S1/2 gJ(
2S1/2) 2,0025403(2) [1, 2]
62P1/2 gJ(
2P1/2) 0,66590(9) [1, 2]
62P3/2 gJ(
2P3/2) 1,3340(3) [1, 2]
Facteur de Lande´ nucle´aire gI 3,99885395(52)×10−4 [1, 2]
Magne´ton de Bohr µB 927,400968(20)×10−26 J.T−1 codata [2010]
Constante de Planck 2π~ 6,62606957(29)×10−34 J.s codata [2010]
Table A.1 – Valeurs expe´rimentales pour l’e´tat fondamental et l’e´tat excite´ du 133Cs.
perfine structure in the alkali atoms”, Rev. Mod. Phys. 49, 31, (1977).
2. D. A. Steck, Alcaline D Line Data, http ://steck.us/alkalidata
3. B. Cagnac et J.-C. Pebay-Peyroula, ”Physique Atomique”, Dunod Universite´, (1975).
4. N.F. Ramsey, ”Molecular beams”, Oxford at the Clarendon Press, (1956).
5. J. Vanier and C. Audoin, ”The quantum Physics of Atomic Frequency Standards”,
Adam Hilger, Bristol, (1989).
Annexe B
La structure atomique d’un
alcalino-terreux : exemple du 87Sr
Je pre´sente dans cette annexe la construction de la matrice en e´nergie du strontium des
e´tats atomiques 3P0,
3 P1,
1 P1 se´pare´s de l’e´tat fondamental
1S0. La figure Fig. B.1 contient
les e´tats d’e´nergie de structure fine qui se de´composent ensuite en niveaux hyperfins et
magne´tiques. On ne´glige ici le roˆle de l’e´tat 3P2. Les composantes des e´le´ments de matrice
sont e´tablies a` partir des travaux de A. Lurio, M. Mandel et R. Novick pre´sente´s dans la
re´fe´rence (LMN) Phys. Rev. A vol 126, 1758 (1962) ”Second-order hyperfine and Zeeman
corrections for an (sl) configuration”.
B.1 Structure magne´tique de l’e´tat 3P0 en the´orie des per-
turbations
La description de la transition d’horloge du strontium 87Sr entre l’e´tat fondamental
1S0 et
3P0 est effectue´e dans la the´orie du couplage interme´diaire de´veloppe´e par Breit
et Wills et e´tendue de manie`re perturbative au couplage hyperfin du spin nucle´aire sur
les deux e´lectrons de valence en configuration e´lectronique (sp). On traite l’influence du
champ magne´tique du spin nucle´aire sur l’e´tat 3P0 a` l’aide des fonctions d’ondes atomiques
de´veloppe´es en couplage (LS). On rappelle que les e´tats d’e´nergie de structure fine sont
e´crits la forme d’une combinaison line´aire des e´tats purs en couplage (LS) ponde´re´s par
des coefficients α, β tels que :
|3P1〉 = α|3PLS1 〉+ β|1PLS1 〉
|1P1〉 = α|1PLS1 〉 − β|3PLS1 〉
(B.1)
On introduit de manie`re perturbative l’interaction hyperfine avec l’e´tat 3P0 sous la forme
d’une nouvelle combinaison line´aire d’e´tats purs :
|3P0〉 = |3PLS0 〉+ α0|3P1〉+ β0|1P1〉 (B.2)
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Les coefficients de me´lange hyperfins sont α0, β0 sont de´finis dans le chapitre I. On cal-
cule, a` l’aide du hamiltonien Zeeman Hz, l’influence du champ magne´tique a` partir des
e´le´ments de matrice exprime´s dans la base des e´tats propres |2S+1LJ , F,mF 〉. On obtient
les diffe´rents composantes de couplage Zeeman (avec la notation F ′ = F, F ± 1) :
〈3P0, F |Hz|3P0, F 〉 =〈3PLS0 , F |Hz|3PLS0 , F 〉+ 2(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F |Hz|3PLS0 , F 〉
+ 2(α0β − αβ0)〈1PLS1 , F |Hz|3PLS0 , F 〉
〈3P1, F ′|Hz|3P1, F ′〉 =α2〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉+ β2〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
+ 2αβ〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
〈1P1, F ′|Hz|1P1, F ′〉 =α2〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉+ β2〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉
− 2αβ〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
〈3P1, F ′|Hz|3P0, F 〉 =α〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS0 , F 〉+ α(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉
+ α(α0β − αβ0)〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
+ β(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
+ β(α0β − αβ0)〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
〈3P0, F |Hz|1P1, F ′〉 =− β〈3PLS0 , F |Hz|3PLS1 , F ′〉+ α〈3PLS0 , F |Hz|1PLS1 , F ′〉
− β(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉
+ α(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
− β(α0β − αβ0)〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
+ α(α0β + αβ0)〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
〈3P1, F ′|Hz|1P1, F ′〉 =[α2 − β2]〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉+ αβ〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
− αβ〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉
(B.3)
On rappelle e´galement les re`gles de se´lection en couplage pur de type (LS) :
〈3PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉 = 0
〈1PLS1 , F ′|Hz|3PLS0 , F ′〉 = 0
(B.4)
Si on ne´glige, dans l’e´quation Eq. B.3, les produits de la forme α0α, α0β, ββ0, et que l’on
utilise les re`gles de se´lection approprie´es Eq. B.4, on obtient les composantes Zeeman de
la matrice ne´cessaire au calcul de l’interaction hyperfine avec l’e´tat atomique 3P0. Les
e´le´ments de matrice qui nous inte´ressent sont fournis dans le tableau Tab. B.1. La matrice
Mz des e´tats
1P1,
3P1,
3P0 incluant le couplage spin-orbite α, β et l’interaction hyperfine
α0, β0 s’e´crit :
Mz =

E˜LS1P1 M
3P1
1P1
(αβ) M
3P0
1P1
(β)
M
1P1
3P1
(αβ) E˜LS3P1 M
3P1
3P0
(α)
M
1P1
3P0
(β) M
3P0
3P1
(α) E˜LS3P0
 (B.5)
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pour 3P0 :
〈3PLS0 , F = I|Hz|3PLS0 , F = I〉= −gImFµBB
〈3PLS0 , F = I|Hz|3PLS1 , F ′ = I〉 =(gs − gl)mFµBB
√
2
3I(I+1)
〈3PLS0 , F = I|Hz|3PLS1 , F ′ = I + 1〉 =(gs − gl)µBB
√
((I+1)2−m2
F
)(4I+6)
3(I+1)(4(I2+1)−1)
〈3PLS0 , F = I|Hz|3PLS1 , F ′ = I − 1〉 =(gs − gl)µBB
√
(I2−m2
F
)(4I−2)
3I(4I2−1)
pour 3P1 :
〈3PLS1 , F = I|Hz|3PLS1 , F = I〉=
(
gl+gs−gI(2I(I+1)−2)
2I(I+1)
)
mFµBB
〈3PLS1 , F = I + 1|Hz|3PLS1 , F = I + 1〉=
(
gl+gs−2gII
2(I+1)
)
mFµBB
〈3PLS1 , F = I − 1|Hz|3PLS1 , F = I − 1〉=
(
−gl+gs+2gI(I+1)2I
)
mFµBB
pour 1P1 :
〈1PLS1 , F = I|Hz|1PLS1 , F = I〉=
(
gl−gI(I(I+1)−1)
I(I+1)
)
mFµBB
〈1PLS1 , F = I + 1|Hz|1PLS1 , F = I + 1〉=
(
gl−gII
(I+1)
)
mFµBB
〈1PLS1 , F = I − 1|Hz|1PLS1 , F = I − 1〉=
(
−gl+gI(I+1)I
)
mFµBB
Table B.1 – Elements de matrice Zeeman pour les e´tats (2S+1LJ). Le spin nucle´aire est
note´ I.
avec :
E˜LS3P0 = E
LS
3P0
+ ZLS3P0
ZLS3P0 = 〈3PLS0 |Hz|3PLS0 〉 − 2(αα0 − ββ0)〈3PLS1 , F = I|Hz|3PLS0 〉
E˜LS3P1 = E
LS
3P1
+ ZLS3P1
ZLS3P1 =
∑
F ′
(
α2〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉+ β2〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉
)
E˜LS1P1 = E
LS
1P1
+ ZLS1P0
ZLS1P1 =
∑
F ′
(
α2〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉+ β2〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉
)
(B.6)
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et la de´finition des e´le´ments non diagonaux :
M
3P1
3P0
(α) =M
3P0
3P1
(α) = α
∑
F ′
〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS0 , F 〉
M
1P1
3P0
(β) =M
3P0
1P1
(β) = −β
∑
F ′
〈3PLS0 , F |Hz|3PLS1 , F ′〉
M
1P1
3P1
(αβ) =M
3P1
3P0
(α) = αβ
∑
F ′
αβ
(〈1PLS1 , F ′|Hz|1PLS1 , F ′〉 − 〈3PLS1 , F ′|Hz|3PLS1 , F ′〉)
(B.7)
On peut maintenant calculer les valeurs propres de la matrice Eq. (B.5) afin d’e´valuer la
sensibilite´ de la transition d’horloge au champ magne´tique. On e´crit les solutions cubiques
de l’e´quation se´culaire sous la forme trigonome´trique :
ν±mF =
ν0
3
∓
√
ν20 + 3ν
2
1 × Cos
[
1
3
Cos
[
∓2ν
3
0 + 9ν0ν
2
1 + 27ν
3
2
2(ν20 + 3ν
2
1)
3/2
]−1
± 2π
3
]
νmF =
ν0
3
+
√
ν20 + 3ν
2
1 × Cos
[
1
3
Cos
[
2ν30 + 9ν0ν
2
1 + 27ν
3
2
2(ν20 + 3ν
2
1)
3/2
]−1
+
2π
3
] (B.8)
avec
ν0 =E˜
LS
3P0
+ E˜LS3P1 + E˜
LS
1P1
ν1 =
[
−E˜3P0E˜3P1 − E˜3P1E˜1P1 − E˜3P0E˜1P1 +M
3P1
3P0
(α)2 +M
1P1
3P0
(β)2 +M
3P1
1P1
(αβ)2
]1/2
ν2 =
[
E˜LS3P0E˜
LS
3P1
E˜LS1P1 − E˜3P0M
3P1
1P1
(αβ)2 − E˜LS3P1M
1P1
3P0
(β)2 − E˜LS1P1M
3P1
3P0
(α)2
+2M
3P1
3P0
(α)M
1P1
3P0
(β)M
3P1
1P1
(αβ)
]1/3
(B.9)
Toutefois comme les e´le´ments proportionnels a` β et αβ sont tre`s petits (∼ 10−6), on peut
e´valuer l’influence du spin nucle´aire uniquement entre 3P1 et
3P0. La valeur propre en
e´nergie de 3P0 is finalement exprime´e sous une forme similaire a` la solution de Breit-Rabi
(voir le chapitre I) :
E3P0,mF =
1
2
(E˜LS3P0 + E˜LS3P1) + (E˜LS3P0 − E˜LS3P1)
√√√√1 + 4∑F ′ α2|〈3PLS0 , F |Hz|3PLS1 , F ′〉|2
(E˜LS3P0 − E˜LS3P1)2

(B.10)
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Figure B.1 – Structure fine, hyperfine et magne´tique des e´tats 3P0,
3 P1,
1 P1 dans la
base |F,mF 〉 de l’atome de strontium 87Sr. Chaque e´le´ment de matrice contient des
termes proportionnels au couplage hyperfin A(2S+1LJ), au terme d’interaction quadrupo-
laire Q(2S+1LJ) et au terme d’interaction magne´tique µBB. Les composantes sont de´finis
dans le texte. Les e´tats d’e´nergie de structure fine sont indique´s par ELS1P1 , E
LS
3P1
, ELS3P0.
B.2 Traitement non perturbatif de la structure atomique
d’une configuration (sl) en couplage interme´diaire
Afin de s’assurer qu’il n’y a pas d’autres couplages parasites sur l’e´tat 3P0, j’ai effectue´
un calcul de´taille´ de la structure hyperfine et magne´tique du strontium 87Sr a` partir des
travaux de A. Lurio, M. Mandel et R. Novick pre´sente´s dans la re´fe´rence (LMN) Phys.
Rev. A vol 126, 1758 (1962).
On se place dans une configuration e´lectronique de l’atome comprenant un e´lectron de
moment cine´tique orbital l = 0 et un e´lectron de moment cine´tique orbital arbitraire l. On
rappelle que l’intensite´ du couplage spin-orbite peut eˆtre traite´e de manie`re interme´diaire
entre une interaction forte entre les deux e´lectrons externes pre´dominante par rapport
a` l’interaction des e´lectrons avec le noyau atomique (on parle de couplage (LS)) et une
180
ANNEXE B. LA STRUCTURE ATOMIQUE D’UN ALCALINO-TERREUX :
EXEMPLE DU 87SR
interaction faible entre e´lectrons en supposant que c’est l’interaction individuelle de chaque
e´lectron avec le champ e´lectrostatique ge´ne´re´ par le noyau atomique qui est importante
(on parle alors de couplage (jj)). Dans une the´orie atomique du couplage interme´diaire,
on peut choisir l’une ou l’autre base des e´tats propres correspondant au point de vue dans
lequel on souhaite se placer. J’introduis ici les relations qui existent entre la base des e´tats
propres du couplage (LS) et la base des e´tats propres du couplage(jj) rappele´es dans la
re´fe´rence (LMN). En couplage (LS), la base est de´finie par un ket note´ |2S+1LJ=l,l±1〉
comprenant les e´tats de structure fine |3Ll+1〉, |3Ll〉, |3Pl−1〉 et |1Ll〉. En couplage (jj), les
e´tats propres |j1, j2, J〉 sont note´s avec les re`gles d’addition des moments qui conduisent
aux kets note´s |12 , l − 12 , l〉, |12 , l + 12 , l〉, |12 , l + 12 , l + 1〉 et |12 , l − 12 , l − 1〉.
En faisant intervenir les coefficients de me´lange α, β (LS) et c1, c2 (jj), on obtient les
correspondances suivantes :
|3Ll−1〉 = |3LLSl−1〉 = |
1
2
, l − 1
2
, l − 1〉
|3Ll〉 = α|3LLSl 〉+ β|1LLSl 〉 = c1|
1
2
, l +
1
2
, l〉+ c2|1
2
, l − 1
2
, l〉
|3Ll+1〉 = |3LLSl+1〉 = |
1
2
, l +
1
2
, l + 1〉
|1Ll〉 = α|1LLSl 〉 − β|3LLSl 〉 = c2|
1
2
, l +
1
2
, l〉 − c1|1
2
, l − 1
2
, l〉
(B.11)
Les coefficient α, β et c1, c2 ve´rifient les relations d’orthogonalite´ de normalisation entre
les e´tats |3Ll〉 et |1Ll〉. Ces meˆmes coefficients sont relie´s entre eux par :
α = c1
√
l
2l + 1
+ c2
√
l + 1
2l + 1
β = c1
√
l + 1
2l + 1
− c2
√
l
2l + 1
(B.12)
On de´termine par exemple α, β a` partir de la mesure expe´rimentale des dure´es de vie des
e´tats excite´s |3Ll〉 et |1Ll〉 puis on remonte ensuite aux valeurs des coefficients c1, c2.
Nous allons maintenant expliciter ce que contient l’hamiltonien de l’atome plonge´ dans
un champ magne´tique en couplage (LS) dans la base |2S+1LJ=l,l±1, F,mF 〉 en de´veloppant
l’expression des constantes d’interaction hyperfine de type dipolaire magne´tique et qua-
dripolaire e´lectrique puis en ajoutant l’interaction magne´tique.
B.2.1 Hamiltonien hyperfin et magne´tique
Le hamiltonien hyperfin d’interaction (LMN) inclut un terme de couplage dipolaire
magne´tique, un terme quadrupolaire e´lectrique et l’interaction magne´tique. Il s’e´crit dans
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la base |2S+1LJ=l,l±1, F,mF 〉 de la manie`re suivante :
H|2S+1LJ=l,l±1, F,mf 〉 =
(HA +HQ)|2S+1LJ=l,l±1, F,mf 〉+HZ |2S+1LJ=l,l±1, F,mf 〉 =
A(2S+1LJ=l,l±1)
KF
2
|2S+1LJ=l,l±1, F,mF 〉
+Q(2S+1LJ=l,l±1)
3
4KF (KF + 1)− 43J(J + 1)I(I + 1)
2IJ(2J − 1)(2I − 1) |
2S+1LJ=l,l±1, F,mF 〉
+ gJµBB mF
F (F + 1)− I(I + 1) + J(J + 1)
2F (F + 1)
|2S+1LJ=l,l±1, F,mF 〉
− gIµBB mF F (F + 1) + I(I + 1)− J(J + 1)
2F (F + 1)
|2S+1LJ=l,l±1, F,mF 〉
− (gJ + gI)F+µBB/~|2S+1LJ=l,l±1, F + 1,mF 〉
− (gJ + gI)F−µBB/~|2S+1LJ=l,l±1, F − 1,mF 〉
(B.13)
en introduisant la de´finition KF = F (F + 1)− I(I + 1)− J(J + 1). Les composantes F+
et F− sont de´finies par les relations :
F+ =~
√
(F + 1)2 −m2f )((I + J + 1)2 − (F + 1)2)((F + 1)2 − (J − I)2)
4(F + 1)2(4(F + 1)2 − 1)
F− =~
√
(F 2 −m2f )((I + J + 1)2 − F 2)(F 2 − (J − I)2)
4F 2(4F 2 − 1)
(B.14)
B.2.2 Composantes hyperfines
Les e´le´ments de couplage diagonaux et non-diagonaux de type dipolaire magne´tique
A(2S+1LJ=l,l±1) et quadrupolaire e´lectrique Q(2S+1LJ=l,l±1) sont calcule´s en couplage (jj)
puis obtenus en couplage interme´diaire a` l’aide de la transformation donne´e par l’e´quation
Eq. B.11. Pour les e´tats 3Ll−1,3 Ll,3 Ll+1 et 1Ll :
– composantes HA diagonales :
〈3Ll+1, F,mF |HA|3Ll+1, F,mF 〉 =KF
2
{
1
2l + 2
as +
2l + 1
2l + 2
al+1/2
}
〈1Ll−1, F,mF |HA|3Ll−1, F,mF 〉 =KF
2
{
− 1
2l
as +
2l + 1
2l
al−1/2
}
〈3Ll, F,mF |HA|3Ll, F,mF 〉 =KF
2
{(
c22
2l
− c
2
1
2l + 2
)
as + c
2
2
(
2l − 1
2l
)
al−1/2
+
(
c21
2l + 3
2l + 2
− 2c1c2 2l + 3√
2l(2l + 2)
ξ
)
al+1/2
}
〈1Ll, F,mF |HA|1Ll, F,mF 〉 = idem mais avec c1 → c2 et c2 → −c1
(B.15)
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– composantes HA non-diagonales :
〈3Ll+1, F,mF |HA|3Ll, F,mF 〉 =
√
[(l + 1)2 − (F − I)2][(F + I + 1)2 − (l + 1)2]
× 1
2(2l + 2)
{
c1as −
[
c1 + c2
(2l + 3)ξ
2
√
2l(2l + 2)
]
al+1/2
}
〈3Ll+1, F,mF |HA|1Ll, F,mF 〉 = idem mais avec c1 → c2 et c2 → −c1
〈3Ll+1, F,mF |HA|3Ll−1, F,mF 〉 = 0
〈3Ll, F,mF |HA|3Ll−1, F,mF 〉 =
√
[l2 − (F − I)2][(F + I + 1)2 − l2]
× 1
2(2l)
{
c2(as − al−1/2)− c1
2l + 3
2
√
2l(2l + 2)
ξal+1/2
}
〈1Ll, F,mF |HA|3Ll−1, F,mF 〉 = idem mais avec c1 → c2 et c2 → −c1
〈3Ll, F,mF |HA|1Ll, F,mF 〉 =KF
2
{
−c1c2
(
1
2l + 2
+
1
2l
)
as
+
2l + 3
2l + 2
[
c1c2 +
(c21 − c22)ξ
2l
√
2l(2l + 2)
]
al+1/2 −
(
2l − 1
2l
)
c1c2al−1/2
}
(B.16)
– composantes HQ diagonales :
〈3Ll+1, F,mF |HQ|3Ll+1, F,mF 〉 =3
2
{
KF (KF + 1)− 43 (l + 1)(l + 2)I(I + 1)
2I(2I − 1)(2l + 2)(2l + 1)
}
bl+1/2
〈1Ll−1, F,mF |HQ|3Ll−1, F,mF 〉 =3
2
{
KF (KF + 1)− 43 l(l − 1)I(I + 1)
2I(2I − 1)(2l − 2)(2l − 3)
}{
(2l + 2)(2l − 3)
2l(2l − 1 bl−1/2
}
〈3Ll, F,mF |HQ|3Ll, F,mF 〉 =3
2
{
KF (KF + 1)− 43 l(l + 1)I(I + 1)
2I(2I − 1)(2l)(2l − 1)
}
×
{
1
2l + 1
[
c21
(2l − 1)(2l + 4)
2l + 2
− 12c1c2η√
2l(2l + 2)
]
bl+1/2 + c
2
2bl−1/2
}
〈1Ll, F,mF |HQ|1Ll, F,mF 〉 = idem mais avec c1 → c2 et c2 → −c1
(B.17)
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– composantes HQ non-diagonales :
〈3Ll+1, F,mF |HQ|3Ll, F,mF 〉 =(−)
√
[(F + I + 1)2 − (l + 1)2][(l + 1)2 − (F − I)2]
× 3[F (F + 1)− I(I + 1)− l(l + 2)]
2I(2I − 1)2l(2l + 1)(2l + 2)
{
c1 + c2η
(
2l + 2
2l
)1/2}
bl+1/2
〈3Ll+1, F,mF |HQ|1Ll, F,mF 〉 = idem mais avec c1 → c2 et c2 → −c1
〈3Ll+1, F,mF |HQ|3Ll−1, F,mF 〉 =
√
[I2 − (F − l)2][(l + 1)2 − (F − I)2]
× 3
√
[(F + I + 1)2 − l2][(F + l + 1)2 − (I + 1)2]
2I(2I − 1)(2l − 1)2l(2l + 1)
ηbl+1/2√
2l(2l + 2)
〈3Ll, F,mF |HQ|3Ll−1, F,mF 〉 =(−)3[F (F + 1)− I(I + 1)− (l + 1)(l − 1)]
2I(2I − 1)(2l − 1)2l(2l + 1)
×
√
[l2 − (F − I)2][(F + I + 1)2 − l2
×
{
c1
2l + 3√
2l(2l + 2)
ηbl+1/2 + c2
2l + 1
2l − 2bl−1/2
}
〈1Ll, F,mF |HQ|3Ll−1, F,mF 〉 = idem mais avec c1 → c2 et c2 → −c1
〈1Ll, F,mF |HQ|3Ll, F,mF 〉 =3
2
KF (KF + 1)− 43 l(l + 1)I(I + 1)
2I(2I − 1)2l(2l − 1)
×
{
1
2l + 1
[
c1c2
(2l − 1)(2l + 4)
2l + 2
+6(c21 − c22)
η√
2l(2l + 2)
]
bl+1/2 − c1c2bl−1/2
}
(B.18)
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B.2.3 Composantes magne´tiques
Les e´le´ments d’interaction magne´tique diagonaux et non-diagonaux s’e´crivent :
– composantes HZ dans la base des e´tats propres |2S+1LJ=l,l±1〉 :
〈2S+1LJ , F,mF |Hz|2S+1LJ , F,mF 〉 =
µBB mF
[
g′J
F (F + 1)− I(I + 1) + J(J + 1)
2F (F + 1)
− gI F (F − 1) + I(I + 1)− J(J + 1)
2F (F + 1)
]
〈2S+1LJ , F − 1,mF |Hz|2S+1LJ , F,mF 〉 ≡ θ12S+1LJ (µBB) =
− (g′J + gI)mFµBB
√
(F 2 −m2F )
4F 2
×
√
((I + J + 1)2 − F 2)(F 2 − (J − I)2)
4F 2 − 1
〈2S+1LJ , F + 1,mF |Hz|2S+1LJ , F,mF 〉 ≡ θ22S+1LJ (µBB) =
− (g′J + gI)mFµBB
√
((F + 1)2 −m2F )
4(F + 1)2
×
√
((I + J + 1)2 − (F + 1)2)((F + 1)2 − (J − I)2)
4(F + 1)2 − 1
(B.19)
– composantes HZ dans la base des e´tats propres |3Ll,l±1〉, |1Ll〉 avec F ′ = F, F ± 1 :
〈1L1, F ′,mF |Hz|1L3, F ′,mF 〉 =
− αβ(gS − gL)mFµBBF (F + 1) + l(l + 1)− I(I + 1)
l(l + 1)2F (F + 1)
〈1Ll, F − 1,mF |Hz|3Ll, F,mF 〉 =≡ α1β1(µBB) =
αβ(gS − gL)mFµBB
√
F 2 −m2F
l(l + 1)2F
×
√
((I + l + 1)2 − (F )2)(F 2 − (l − I)2)
(4F 2 − 1)
〈1Ll, F + 1,mF |Hz|3Ll, F,mF 〉 =≡ α2β2(µBB) =
αβ(gS − gL)mFµBB
√
(F + 1)2 −m2F
l(l + 1)2(F + 1)
×
√
((I + l + 1)2 − (F + 1)2)((F + 1)2 − (l − I)2)
(4(F + 1)2 − 1)
〈1Ll, F − 1,mF |Hz|3Ll−1, F,mF 〉 =≡ β1(µBB) =
− (gS − gL)(−β)mFµBB
√
F 2 −m2F
4JF
×
√
((I + 1)2 − (J − F )2)(I2 − (F − J)2)(J2 − (l − 1)2)((l + 2)2 − J2)
(4F 2 − 1)(4J2 − 1)
〈1L1, F + 1|Hz|3Ll−1, F + 1〉 ≡ β2(µBB) =
(gS − gL)(−β)mFµBB
√
F 2 −m2F
4JF
×
√
((J + F )2 − (I + 1)2)((J + F )2 − I2)(J2 − (l − 1)2)((l + 2)2 − J2)
(4F 2 − 1)(4J2 − 1)
(B.20)
B.2. TRAITEMENT NON PERTURBATIF DE LA STRUCTURE ATOMIQUE
D’UNE CONFIGURATION (SL) EN COUPLAGE INTERME´DIAIRE 185
〈1Ll, F |Hz|3Ll−1, F 〉 =
(gS − gL)(−β)mFµBB 1
4F (F + 1)
×
√
((I + F + 1)2 − J2)(J2 − (I − F )2)(J2 − (l − 1)2)((l + 2)2 − J2)
(J2(4J2 − 1)
〈3Ll, F − 1,mF |Hz|3Ll−1, F,mF 〉 ≡ α1(µBB) =
− α(gS − gL)mFµBB
√
F 2 −m2F
4JF
×
√
((I + 1)2 − (J − F )2)(I2 − (F − J)2)(J2 − (l − 1)2)((l + 2)2 − J2)
(4F 2 − 1)(4J2 − 1)
〈3Ll, F + 1,mF |Hz|3Ll−1, F,mF 〉 ≡ α2(µBB) =
α(gS − gL)mFµBB
√
F 2 −m2F
4JF
×
√
((J + F )2 − (I + 1)2)((J + F )2 − I2)(J2 − (l − 1)2)((l + 2)2 − J2)
(4F 2 − 1)(4J2 − 1)
〈3Ll, F,mF |Hz|3Ll−1, F,mF 〉 =
α(gS − gL)mFµBB 1
4F (F + 1)
×
√
((I + F + 1)2 − J2)(J2 − (I − F )2)(J2 − (l − 1)2)((l + 2)2 − J2)
(J2(4J2 − 1)
(B.21)
Les de´finitions des facteurs de Lande´ sont :
g′J(
3Ll+1) =gJ(
3LLSl+1)
g′J(
3Ll−1) =gJ(
3LLSl−1)
g′J(
3Ll) =α
2gJ(
3LLSl ) + β
2gJ(
1LLSl )
g′J(
1Ll) =α
2gJ(
1LLSl ) + β
2gJ(
3LLSl )
gJ(
2S+1LLSJ ) =gL
J(J + 1)− S(S + 1) + L(L+ 1)
2J(J + 1)
+ gS
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)
2J(J + 1)
(B.22)
B.2.4 Structure hyperfine et magne´tique des e´tats 3P1,
1P1 et
3P2
Afin de mode´liser l’e´clatement Zeeman des e´tats 3P1 et
1P1, on prend en compte
l’influence du couplage quadrupolaire e´lectrique. Celui-ci est non-diagonal dans la base
{|I, J,mI ,mJ〉} alors qu’il le devient dans la base {|I, J, F ′,mF 〉}. Il faut donc retenir
l’expression de la matrice d’interaction magne´tique dans cette dernie`re base. La figure
Fig. B.2 pre´sente les niveaux hyperfins et l’e´clatement Zeeman des e´tats excite´s 3P1 et
3P2 en fonction de l’amplitude du champ magne´tique statique. Le mode`le en couplage
interme´diaire montre que le terme d’interaction quadrupolaire ne modifie absolument pas
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de´finition Quantite´ valeur
coefficients de me´lange (LS) α 0,9996
β -0,0286
coefficients de me´lange (jj) c1 0,5538
c2 0,8326
corrections relativistes ξ 1,018
η 1,044
constante hyperfine as -768 MHz
a1/2 -116 MHz
a3/2 -24,8 MHz
constante quadrupolaire b1/2 0
b3/2 -67,3 MHz
Energies de structure fine ELS3P0 0
ELS3P1 5600 GHz
ELS1P1 221275 GHz
Table B.2 – Valeurs utilise´es pour simuler la structure hyperfine et magne´tique du stron-
tium.
de fac¸on significative les e´carts hyperfins et l’e´clatement Zeeman des niveaux 3P1 et
3P2
mais est essentiel pour l’e´tat 1P1 puisque la pre´sence du terme quadrupolaire inverse la
position en e´nergie des niveaux hyperfins F = 9/2 et F = 11/2 comme le prouve la figure
Fig. B.3. Le calcul de´taille´ des e´tats de structure fine et des niveaux hyperfins est re´alise´
a` partir de l’ensemble des e´le´ments de matrice pre´sente´s dans les paragraphes pre´ce´dents.
Les valeurs expe´rimentales utilise´es pour calculer la sensibilite´ au champ magne´tique de
l’e´tat 3P0 sont rapporte´es dans le tableau Tab. B.2. Ces valeurs sont reprises des travaux
pre´sente´s par M.M. Boyd (”High precision spectroscopy of strontium in an optical lattice :
towards a new standard for frequency and time”, the`se de l’Universite´ du Colorado) au
cours de mon se´jour postdoctoral au JILA dans le groupe des horloges optiques de Jun
Ye.
B.2. TRAITEMENT NON PERTURBATIF DE LA STRUCTURE ATOMIQUE
D’UNE CONFIGURATION (SL) EN COUPLAGE INTERME´DIAIRE 187
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5
F=9/2
F=7/2
 Etat 3P
1
  
F=11/2
 
 
Ec
la
te
m
en
t H
yp
er
fi
n 
et
 Z
ee
m
an
 (M
H
z)
Champ magnétique B (G)
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
-12
-10
-8
-6
-4
-2
0
2
4
6
8
10
12
F=13/2
F=11/2
F=9/2
F=7/2
F=5/2
 
 
Etat 3P
2
 
Ec
la
te
m
en
t H
yp
er
fi
n 
et
 Z
ee
m
an
 (M
H
z)
Champ magnétique B (G)
Figure B.2 – Eclatement Zeeman des niveaux hyperfins de l’e´tat excite´ 3P1 et de l’e´tat
3P2. On a utilise´ A(
3P1) = −260 MHz, A(3P2) = −212 MHz, Q(3P1) = −35 MHz et
Q(3P2) = 67 MHz.
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(b) simulation avec quadrupôle de l'état 1P
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Figure B.3 – Eclatement Zeeman des niveaux hyperfins de l’e´tat excite´ 1P1 (a) en absence
de quadrupoˆle et (b) avec la pre´sence du terme quadrupolaire. On a utilise´ A(1P1) =
−3.4 MHz et Q(1P1) = 39 MHz.
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⊲ ❊t✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡ 133Cs à
♣✐é❣❡❛❣❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧ ✭❧✐❡♥
❤tt♣ ✿✴✴t❡❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴t❡❧✲✵✵✶✷✸✹✾✾✴✮✳ ❇♦✉rs❡ ▼❊◆❘❚ ❛✈❡❝ ❧✬é❝♦❧❡
❞♦❝t♦r❛❧❡ ❊❉✲✸✽✾✳
✷✵✵✵ ✕ ✷✵✵✶ ❯P▼❈✳
❉❊❆ ❞❡ ✸è♠❡ ❝②❝❧❡ ✿ P❤②s✐q✉❡ ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s ✐♥str✉♠❡♥ts✳
✶✾✾✾ ✕ ✷✵✵✵ ❯P▼❈✳
▼❛îtr✐s❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❯P▼❈✳
❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡
• ▲✐❝❡♥❝❡ ✭▲✶✮ P❛r❝♦✉rs ❇✐♦❧♦❣✐❡✲●é♦❧♦❣✐❡✲P❤②s✐q✉❡✲❈❤✐♠✐❡ ✭r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❊✳
❉✉♣r❛t✮ ✿ ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ✭▲▼✶✸✵✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❚❉s s✉r
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❞ér✐✈é❡s
❡t ét✉❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
• ▲✐❝❡♥❝❡ ✭▲✶✮ ♣❛r❝♦✉rs ▼■▼❊ s❡❝t✐♦♥ P❊■P ✿ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
✭▲P✶✶✶✮✭r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ▼✳ ●❧❛ss✲▼❛✉❥❡❛♥ ♣✉✐s ❙✳ ▼♦✉❧✐♥❡t✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❚❉s ❡t ❚Ps
❡♥ st❛t✐q✉❡ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝②✲
❧✐♥❞r✐q✉❡s ❡t s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❢r♦tt❡♠❡♥ts✱ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✱ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳
• ▲✐❝❡♥❝❡ ✭▲✶✮ ❙❝✐❡♥❝❡s✲P♦ ✿ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t st❛t✐st✐q✉❡s ✭▲▼✶✵✵✮ ❛✈❡❝
❞❡s ❚❉s ❡♥ ❆❧❣è❜r❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧✱ s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳
• ▲✐❝❡♥❝❡ ✭▲✷✮ P❛r❝♦✉rs P❤②s✐q✉❡ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ◆✳ ❚r❡♣s✮ ❛✈❡❝
❞❡s ❚❉s ❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐té r❡str❡✐♥t❡✱ ❞❡s ❚Ps ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❚❉s ❡♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭▲P✷✶✻✮✳
• ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞✬✉♥ ♠♦✐s ❡♥ ✷✵✶✷ ❞✬✉♥ ét✉❞✐❛♥t st❛❣✐❛✐r❡ ❞❡ ❧✐❝❡♥❝❡
▲✷ ✭❙✳ ❆❧♠♦♥❛❝✐❧✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ st❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ s✉r
❧❡ s♣❡❝tr♦♠ètr❡ ❧❛s❡r tr❛♥s♣♦rt❛❜❧❡ ❙■▼❈❖ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❈❖✷ ❛t♠♦s♣❤é✲
r✐q✉❡ ❡t ❧❡ r❛♣♣♦rt ✐s♦t♦♣✐q✉❡ ❈✶✸✴❈✶✷✳
⊲ ❘❛♣♣♦rt ✿ ▼❡s✉r❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ❈❖2 s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡
❏✉ss✐❡✉ ♣❛r s♣❡❝tr♦♠étr✐❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ■❘✳
• ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞✬✉♥ ♠♦✐s ❡♥ ✷✵✶✶ ❞✬✉♥❡ ét✉❞✐❛♥t❡ st❛❣✐❛✐r❡ ❞❡ ❧✐❝❡♥❝❡
▲✷ ✭❏✳ ❚❛✈✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ st❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ s✉r ❧❡ s♣❡❝✲
tr♦♠ètr❡ ❧❛s❡r tr❛♥s♣♦rt❛❜❧❡ ❙■▼❈❖✳
⊲ ❘❛♣♣♦rt ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❧❛s❡r ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ♠♦✲
❧é❝✉❧❡ ❞✬✐♥térêt ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❈❖2✳
• ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❡♥ ✷✵✵✻ ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s❡♠❛✐♥❡s ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ❛♠ér✐❝❛✐♥s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ❧✐❝❡♥❝❡ ✭▲✸✮ s✉r ❞❡s ♣❡t✐ts ♣r♦❥❡ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s✳
⊲ ❘❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬❛t♦♠❡s ♣❛r ❧❛s❡r✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉ré❡✳
❈♦♠♣ét❡♥❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
P❤②s✐q✉❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✴ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s ❞❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡
❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✴ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❞❡ s♦✉r❝❡s ❧❛s❡r✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼❆❚❍❊▼❆❚■❈❆✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ▲❆❇❱■❊❲✳
⊲ ▼ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té✱ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ⊲ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ❤②♣❡r✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♦♣t✐q✉❡
❚❍③✳ ⊲ ▼étr♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢é✲
r❡♥❝❡ ✭♣♦✐♥t tr✐♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✮✳
❘❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦❝t♦r❛♥ts
✷✵✵✽ ✕ ✷✵✶✵ • ❈♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❏✳❏✳ ❩♦♥❞②✱ ♣❡♥❞❛♥t ✷ ❛♥s ❞❡ ✷
❞♦❝t♦r❛♥ts ✭❊✳ ❆♥❞r✐❡✉① ❡t ❆✳ ❘✐❤❛♥✮ à ❧✬■◆▼ s✉r ❧❡s ♠♦♥t❛❣❡ ♦♣t✐q✉❡s ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ✷ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦♣t✐q✉❡s ✭❖P❖❙✮ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t
❞♦✉❜❧❡♠❡♥t rés♦♥❛♥ts✳ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♦♣t✐q✉❡ ❡♥ ❛♥♥❡❛✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡
à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ■❞❧❡r ❡t ❙✐❣♥❛❧ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝r✐st❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
PP▲◆✳ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❋P ❡①t❡r♥❡
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✜♥❡ss❡✳
⊲ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❊✳ ❆♥✲
❞r✐❡✉① s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ❖P❖ s✐♠♣❧❡♠❡♥t rés♦♥♥❛♥t
✭❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s ré❝❡♠♠❡♥t ♣❛r ♠♦♥ ❛♥❝✐❡♥ ❣r♦✉♣❡✮✳
⊲ ▲❡ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❆✳ ❘✐❤❛♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛
❝❛✈✐té ❖P❖ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t rés♦♥♥❛♥t❡ ♣♦♠♣é❡ ♣❛r ✉♥ ❚✐ ✿s❛♣♣❤✐r❡ à ✽✶✵ ♥♠ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t P♦✉♥❞✲❉r❡✈❡r✲❍❛❧❧ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❡♥ ❛♥♥❡❛✉✳
✷✵✵✼ ✕ ✷✵✵✽ • ❈♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❖✳ ●♦r❝❡✐① ❞✉ ❞♦❝t♦r❛♥t ◗✳ ❇❡❛✉✲
✜❧s✳
⊲ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤❛❜✐❧❧❛❣❡ r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛❣♥ét✐q✉❡s
❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ ❝❤r♦♠❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ré✲
s♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✳
✷✵✵✻ • ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞♦❝t♦r❛♥t ❛♠ér✐❝❛✐♥ ✭▼✳▼✳
❇♦②❞✮ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ s♣✐♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞✬❤♦r❧♦❣❡ à ✹✸✵ ❚❍③ ❞✬✉♥ ❛❧❝❛❧✐♥♦✲t❡rr❡✉① ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛s❡r ❛ss❡r✈✐ s✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ✉❧tr❛✲st❛❜❧❡ ❛✈❡❝
❆✳ ▲✉❞❧♦✇✳
⊲ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤②♣❡r✜♥❡ ❞✬✉♥ ❛❧❝❛❧✐♥♦✲t❡rr❡✉①
r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❞✉ ❝♦rtè❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❛t♦♠✐q✉❡ ✐♥✲
❝❧✉❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐r❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t q✉❛❞r✉♣♦❧❛✐r❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐q✉❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❇r❡✐t ❡t ❲✐❧❧s✳✳
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❡t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s
◦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ✐t❛❧✐❡♥ ❊♥♥✐♦ ❆r✐♠♦♥❞♦ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P✐s❡ s✉r ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ✉❧tr❛✲❢r♦✐❞s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♦♣✲
t✐q✉❡s ✭✸ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳
◦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❏✉♥ ❨❡ ❞✉ ❏■▲❆✲
◆■❙❚ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❧❛s❡rs✱ ❧❡s ❤♦r❧♦❣❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡t ❧❡s
♠♦❧é❝✉❧❡s ❢r♦✐❞❡s✳
◦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❊♠❡r✐❝ ❞❡ ❈❧❡r❝q ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❙❨❘❚❊ s✉r
❧❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr♦❧♦❣✐❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❤♦r❧♦❣❡s ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s à ❧✬❖❜s❡r✲
✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s ✭✸ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳
❈♦♥tr❛ts
◦ ❈♦♥tr❛t ♣♦st❞♦❝t♦r❛❧ ❞❡ ✷ ❛♥s ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧❡ ▲◆❊ ❡t ❊❯❘❆▼❊❚✲■▼❊❘❆
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠étr♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛✲
❧②s❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞✉ s♦✉✤❡ ❤✉♠❛✐♥ ✕❃ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛✈✐tés ❖P❖s✳
◦ ❈♦♥tr❛t ♣♦st❞♦❝t♦r❛❧ ❞✬✉♥ ❛♥ ❛✈❡❝ ✸ r❛♣♣♦rts ❞✬ét❛♣❡s ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧❛ ❉é✲
❧é❣❛t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❆r♠❡♠❡♥t ✭❉●❆✮ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧
ét❛❧♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐q✉❡ à ❘és♦♥❛♥❝❡ ◆♦✐r❡ ✕❃ ❇♦✉❝❧❡ à ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡
♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❧❛s❡r à ✹✻✶ ♥♠ ✭t❛♣❡r❡❞ ❞✐♦❞❡ ▼❖P❆ à ✾✷✷ ♥♠ ❡t ❞♦✉❜❧é ❡♥
❢réq✉❡♥❝❡✮ ❡t ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❊❈❉▲ à ✶✳✸ ♠✐❝r♦♥s✳
❘és❡❛✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s
✷✵✶✸ ❈♦♥t❛❝t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ▲P▼❆❆ ♣♦✉r ❧❡ ▲❛❜❡① ❋■❘❙❚✲❚❋ ❧❛❜❡❧❧✐sé ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡
❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❡❧s ❞✬♦✛r❡ ✧■♥✈❡st✐ss❡♠❡♥ts ❞✬❛✈❡♥✐r✧✱ rés❡❛✉
t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❛❝t❡✉rs ♠❛❥❡✉rs ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr♦❧♦❣✐❡ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ✭❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✱ ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ❝❡♥tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥
✹✵ ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✮✳
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❉❆▲❖❯❙❙■✱ ❈✳ ❏❆◆❙❙❊◆✳ ✧▲✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ❛ r❛♣✐❞❧② t✉♥✐♥❣
❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❢♦r ✐s♦t♦♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t CO2✳✧ ❆rt✐❝❧❡ ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥
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• ❍♦r❧♦❣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡t ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s
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❊✳ ❆❘■▼❖◆❉❖✳ ✧▼❛❣✐❝ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞r❡ss✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ✐♥ ❤✐❣❤✲
❛❝❝✉r❛❝② ♦♣t✐❝❛❧ ❝❧♦❝❦s✳✧ P❍❨❙■❈❆▲ ❘❊❱■❊❲ ▲❊❚❚❊❘❙ ✶✵✾✱ ✷✷✸✵✵✸
✭✷✵✶✷✮✳
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❢♦r ❈♦❤❡r❡♥t P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❚r❛♣♣✐♥❣ ❈s ❈❧♦❝❦✳✧ ■❊❊❊ ❚❘❆◆❙❆❈❚■❖◆❙ ❖◆
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❘❛♠s❡② ❋r✐♥❣❡s ❲✐t❤ ❖♣t✐❝❛❧ ❈P❚ P✉❧s❡s✳✧ ■❊❊❊ ❚❘❆◆❙❆❈❚■❖◆❙ ❖◆
■◆❙❚❘❯▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❆◆❉ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚ ✺✹✱ ✼✼✻ ✭✷✵✵✺✮✳
• P❤②s✐q✉❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❞❡s ❣❛③ q✉❛♥t✐q✉❡s
❬✼❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭▲P▼❆❆✲❯P▼❈✮✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❛♥❞ ❊✳
❆❘■▼❖◆❉❖✳ ✧❈♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞r❡ss❡❞ s②st❡♠s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✳✧ P❍❨❙■❈❆▲ ❘❊❱■❊❲ ❆ ✽✼✱ ✵✷✸✹✷✹
✭✷✵✶✸✮✳
❬✽❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭▲P▼❆❆✲❯P▼❈✮✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❛♥❞
❊✳ ❆❘■▼❖◆❉❖✳ ✧❯❧tr❛❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞❛r❦ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✿ ❊①❛❝t st❡❛❞②✲st❛t❡ ❧✐♥❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡
❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣✉❧s❡❞ r❡❣✐♠❡✳✧ P❍❨❙■❈❆▲ ❘❊❱■❊❲ ❆ ✽✹✱ ✵✻✷✺✵✷ ✭✷✵✶✶✮✳
❬✾❪ ◗✳ ❇❊❆❯❋■▲❙✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆ ✭▲P▲✲P❛r✐s ✶✸✮✱ ❇✳ ▲❆❇❯❘❚❍❊✲❚❖▲❘❆✱
❊✳ ▼❆❘❊❈❍❆▲✱ ▲✳ ❱❊❘◆❆❈✱ ❏✳✲❈✳ ❑❊▲▲❊❘✱ ❖✳ ●❖❘❈❊■❳✳ ✧❘❛❞✐♦✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✿ ❛♥ ❛ss✐st❡❞ ❋❡s❤❜❛❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡✳✧ ❊❯✲
❘❖P❊❆◆ P❍❨❙■❈❆▲ ❏❖❯❘◆❆▲ ❉ ✺✻✱ ✾✾ ✭✷✵✶✵✮✳
❬✶✵❪ ◗✳ ❇❊❆❯❋■▲❙✱ ❆✳ ❈❘❯❇❊▲▲■❊❘✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆ ✭▲P▲✲P❛r✐s ✶✸✮✱ ❇✳
▲❆❇❯❘❚❍❊✲❚❖▲❘❆✱ ❊✳ ▼❆❘➱❈❍❆▲✱ ▲✳ ❱❊❘◆❆❈✱ ❖✳ ●❖❘❈❊■❳✳ ✧❋❡s❤✲
❜❛❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ ❞✲✇❛✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳✧ P❍❨❙■❈❆▲ ❘❊❱■❊❲ ❆ ✼✾✱ ✵✸✷✼✵✻
✭✷✵✵✾✮✳
❬✶✶❪ ◗✳ ❇❊❆❯❋■▲❙✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆ ✭▲P▲✲P❛r✐s ✶✸✮✱ ❘✳ ❈❍■❈■❘❊❆◆❯✱ ❇✳
▲❆❇❯❘❚❍❊✲❚❖▲❘❆✱ ❊✳ ▼❆❘➱❈❍❆▲✱ ▲✳ ❱❊❘◆❆❈✱ ❏✳✲❈✳ ❑❊▲▲❊❘✱ ❛♥❞
❖✳ ●❖❘❈❊■❳✳ ✧❘❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞✉❝❡❞ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✐♥ ❛ ❇♦s❡✲
❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♦❢ ❝❤r♦♠✐✉♠ ❛t♦♠s✳✧ P❍❨❙■❈❆▲ ❘❊❱■❊❲ ❆ ✼✽✱
✵✺✶✻✵✸✭❘✮ ✭✷✵✵✽✮✳
❬✶✷❪ ◗✳ ❇❊❆❯❋■▲❙✱ ❘✳ ❈❍■❈■❘❊❆◆❯✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆ ✭▲P▲✲P❛r✐s ✶✸✮✱ ❇✳
▲❆❇❯❘❚❍❊✲❚❖▲❘❆✱ ❊✳ ▼❆❘➱❈❍❆▲✱ ▲✳ ❱❊❘◆❆❈✱ ❏✳✲❈✳ ❑❊▲▲❊❘✱ ❛♥❞ ❖✳
●❖❘❈❊■❳✳ ✧❆❧❧✲♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤r♦♠✐✉♠ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s✳✧
P❍❨❙■❈❆▲ ❘❊❱■❊❲ ❆ ✼✼✱ ✵✻✶✻✵✶✭❘✮ ✭✷✵✵✽✮✳
• ❖♣t✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛s❡r
❬✶✸❪ ❊✳ ❆◆❉❘■❊❯❳✱❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭■◆▼✲❈◆❆▼✮✱ ▼✳ ❈❆❉❖✲
❘❊❚✱ ❆✳ ❘■❍❆◆✱ ❏✳❏✳ ❩❖◆❉❨✳ ✧✺✵✵ ●❍③ ♠♦❞❡✲❤♦♣✲❢r❡❡ ✐❞❧❡r t✉♥✐♥❣ r❛♥❣❡
✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲st❛❜✐❧✐③❡❞ s✐♥❣❧② r❡s♦♥❛♥t ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳✧ ❖P✲
❚■❈❙ ▲❊❚❚❊❘❙ ✸✻✱ ✶✷✶✷ ✭✷✵✶✶✮ ✶✳
❬✶✹❪ ❆✳ ❘■❍❆◆✱ ❊✳ ❆◆❉❘■❊❯❳✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆ ✭■◆▼✲❈◆❆▼✮✱ ▼✳ ❈❆❉❖✲
❘❊❚✱ ❏✳❏✳ ❩❖◆❉❨✳ ✧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t✉♥❛❜❧❡ ♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞ ♦♣✲
t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r r❛❞✐♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣②r♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✧ ❘❊✲
❱❯❊ ❋❘❆◆➬❆■❙❊ ❞❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ✷✽✱ ✶ ✭✷✵✶✶✮✳
❬✶✺❪ ❆✳ ❘■❍❆◆✱ ❊✳ ❆◆❉❘■❊❯❳✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭■◆▼✲
❈◆❆▼✮✱ ❙✳ ❇❘■❆❯❉❊❆❯✱ ▼✳ ❍■▼❇❊❘❚✱ ❏✳❏✳ ❩❖◆❉❨✳ ✧❆ ♣✉♠♣✲r❡s♦♥❛♥t
s✐❣♥❛❧✲r❡s♦♥❛♥t ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❜r❡❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s✳✧
❆PP▲■❊❉ P❍❨❙■❈❙ ❇ ✶✵✷✱ ✸✻✼ ✭✷✵✶✵✮✳
❬✶✻❪ ❋✳❆✳ ❈❆▼❆❘●❖✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭■◆▼✲❈◆❆▼✮✱ ◆✳❯✳
❲❊❚❚❊❘✱ ❏✳❏ ❩❖◆❉❨✳ ✧ ❚✉♥❛❜❧❡ ❙✐♥❣❧❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ◆❞ ✿❨❱❖ ✴ ❇✐❇✸❖✻ ❘✐♥❣
▲❛s❡r ❛t ✻✼✶ ♥♠✳✧ ■❊❊❊ ❏❖❯❘◆❆▲ ❖❋ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊▲❊❈❚❘❖◆■❈❙
✹✻✱ ✽✵✹ ✭✷✵✶✵✮✳
❬✶✼❪ ❏✳❏ ❩❖◆❉❨✱ ❋✳ ❈❆▼❆❘●❖✱❚✳ ❩❆◆❖◆ ✭■◆▼✲❈◆❆▼✮✱ ❱✳ P❊❚❘❖❱✱
◆✳❯✳ ❲❊❚❚❊❘✳ ✧ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ❝❛s❝❛❞❡❞ ❑❡rr✲❧❡♥s ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❝✇ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ◆❞ ✿❨▲❋ r✐♥❣ ❧❛s❡r✳✧ ❖P✲
❚■❈❙ ❊❳P❘❊❙❙ ✶✽✱ ✹✼✾✻ ✭✷✵✶✵✮✳
✶✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡s é❞✐t❡✉rs ❞❡ ❧✬❖❙❆ ✭❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✮ ♣♦✉r êtr❡ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡
❱✐rt✉❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❖♣t✐❝s ✻✭✺✮✱ ❏✉✐♥ ✷✵✶✶✱ ❈❛té❣♦r✐❡ ✿ ◆♦✈❡❧ ▲✐❣❤t ❙♦✉r❝❡s✱ ❖♣t✐❝s ❛♥❞ ❉❡t❡❝t♦rs✳
❬✶✽❪ ❆✳❉✳ ▲❯❉▲❖❲✱ ❳✳ ❍❯❆◆●✱ ▼✳ ◆❖❚❈❯❚❚✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊
✭❏■▲❆✮✱ ❙✳▼✳ ❋❖❘❊▼❆◆✱ ▼✳▼✳ ❇❖❨❉✱ ❙✳ ❇▲❆❚❚✱ ❛♥❞ ❏✳ ❨❊✳ ✧❈♦♠♣❛❝t✱
t❤❡r♠❛❧✲♥♦✐s❡✲❧✐♠✐t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t② ❢♦r ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛t 10−15✳✧❖P✲
❚■❈❙ ▲❊❚❚❊❘❙ ✸✷✱ ✻✹✶ ✭✷✵✵✼✮✳
❇❘❊❱❊❚❙
✷✵✵✺ ❇r❡✈❡t ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣✉✐s ❡✉r♦♣é❡♥ ❞é♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❈◆❘❙✳ ■♥✈❡♥t❡✉rs ✿ ❉■▼❆❘❈◗
◆❖❊▲ ✭❋❘✮✱ ●❯❊❘❆◆❉❊▲ ❙❚❊P❍❆◆❊ ✭❋❘✮✱ ❍❖▲▲❊❱■▲▲❊ ❉❆❱■❉ ✭❋❘✮✱
❩❆◆❖◆ ❚❍❖▼❆❙ ✭❋❘✮✳
❊P ✶✼✸✵✻✵✽ ✭❆✶✮ ✲ P❘❖❈➱❉➱ ❉❊ ●➱◆➱❘❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙■●◆❆▲ ❉✬❍❖❘✲
▲❖●❊ ❆❚❖▼■◗❯❊ ❆ P■➱●❊❆●❊ ❈❖❍➱❘❊◆❚ ❉❊ P❖P❯▲❆❚■❖◆ ❊❚
❍❖❘▲❖●❊ ❆❚❖▼■◗❯❊ ❈❖❘❘❊❙P❖◆❉❆◆❚❊✳
▲■❙❚❊ ❈❖▼P▲➮❚❊ ❉❊❙ ❆❈❚❊❙ ❉❊ ❈❖▲▲❖◗❯❊❙ ❊❚ ❉❊❙ P❘❖❈❊❊❉■◆●❙
❬✶❪ ❊✳ ❆◆❉❘■❊❯❳✱ ❆✳ ❘■❍❆◆✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊✱ ▼✳ ❈❆❉❖❘❊❚✱
❏✳❏✳ ❩❖◆❉❨✳ ✧✺✵✵✲●❍③ ▼♦❞❡✲❍♦♣✲❋r❡❡ ■❞❧❡r ❚✉♥✐♥❣ r❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❋r❡q✉❡♥❝②✲
❙t❛❜✐❧✐③❡❞ ❙✐♥❣❧②✲❘❡s♦♥❛♥t P❛r❛♠❡tr✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t♦r✳✧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❈▲❊❖ ✿
❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✭❈▲❊❖ ✿ ❙ ❛♥❞ ■✮ ❇❛❧t✐♠♦r❡✱ ▼❛r②❧❛♥❞ ▼❛②
✶✱ ✭❯❙❆✮ ✭✷✵✶✶✮✳
❬✷❪ ❋✳ ❈❆▼❆❘●❖✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊✱ ❚✳ ❇❆❉❘✱ ◆✳❯✳ ❲❊❚❚❊❘✱ ❏✳❏✳
❩❖◆❉❨✳ ✧❙✐♥❣❧❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❑❡rr✲❧❡♥s ♠♦❞❡✲❧♦❝❦❡❞ ◆❞ ✿❨▲❋✴♣♣❑❚P r✐♥❣
❧❛s❡r✳✧ ▲❛s❡rs ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦✲❖♣t✐❝s ✷✵✵✾ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ◗✉❛♥t✉♠
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❈▲❊❖ ❊✉r♦♣❡ ✲ ❊◗❊❈ ✭✷✵✵✾✮✳
❬✸❪ ❋✳ ❈❆▼❆❘●❖✱ ❘✳ ❙❆❘❘❖❯❋✱ ❚✳ ❇❆❉❘✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✱
◆✳❯✳ ❲❊❚❚❊❘✱ ❏✳❏✳ ❩❖◆❉❨✳ ✧❍✐❣❤✲P♦✇❡r ❉✐♦❞❡✲P✉♠♣❡❞ ❙✐♥❣❧❡✲❋r❡q✉❡♥❝②
◆❞ ✿❨▲❋ ❛♥❞ ◆❞ ✿❨❱❖✹ ▲❛s❡rs ✇✐t❤ ■♥tr❛✲❝❛✈✐t② ❙❡❝♦♥❞✲❍❛r♠♦♥✐❝ ●❡♥❡r❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❘❡❞ ❘❛♥❣❡✳✧ P❤♦t♦♥✐❝s●❧♦❜❛❧❅❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✷✵✵✽✳ ■P●❈ ✭✷✵✵✽✮✳
❬✹❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✱ ❙✳ ●❯❊❘❆◆❉❊▲✱ ❋ ❉❆❍❊❙✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❆✳ ❈▲❆■❘❖◆✱
◆✳ ❉■▼❆❘❈◗✳ ✧❘❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ♣✉❧s❡❞ ❈P❚ ❝❧♦❝❦✳✧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
❏♦✐♥t ❊❋❚❋✲❋❈❙ à ❱❛♥❝♦✉✈❡r ✭❈❛♥❛❞❛✮ ✭✷✵✵✺✮✳
❬✺❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✱ ❙✳ ●❯❊❘❆◆❉❊▲✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❉✳ ❍❖▲▲❊❱■▲▲❊✱ ◆✳ ❉■✲
▼❆❘❈◗✱ ❆✳ ❈▲❆■❘❖◆✳ ✧❚✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡t✉♥✐♥❣
❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❘❛♠❛♥✲❘❛♠s❡② ❢r❡q✉❡♥❝② st❛♥❞❛r❞✳✧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❊❋❚❋ à
❇❡s❛♥ç♦♥ ✭❋r✮ ✭✷✵✵✺✮✳
❬✻❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✱ ❙✳ ●❯❊❘❆◆❉❊▲✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❉✳ ❍❖▲▲❊❱■▲▲❊✱ ◆✳ ❉■✲
▼❆❘❈◗✱ ❆✳ ❈▲❆■❘❖◆✳ ✧❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛♠❛♥✲❘❛♠s❡② ❢r✐♥❣❡s ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧
❈P❚ ♣✉❧s❡s✳✧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❈P❊▼ à ▲♦♥❞r❡s ✭❯❑✮ ✭✷✵✵✹✮✳
❬✼❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✱ ❙✳ ●❯❊❘❆◆❉❊▲✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❉✳ ❍❖▲▲❊❱■▲▲❊✱ ◆✳ ❉■✲
▼❆❘❈◗✱ ❆✳ ❈▲❆■❘❖◆✳ ✧❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
tr❛♣♣✐♥❣ ♣✉❧s❡s✳✧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❊❋❚❋ à ●✉✐❧❞❢♦r❞ ✭❯❑✮ ✭✷✵✵✹✮✳
❬✽❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✱ ❙✳ ●❯❊❘❆◆❉❊▲✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❉✳ ❍❖▲▲❊❱■▲▲❊✱ ◆✳ ❉■✲
▼❆❘❈◗✱ ❆✳ ❈▲❆■❘❖◆✳ ✧P✐é❣❡❛❣❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s
❢r♦✐❞s✳✧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❏✳ P❤②s✳ ■❱ ✶✶✾✱ ✷✾✶ ✭✷✵✵✹✮✳
❬✾❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✱ ❙✳ ●❯❊❘❆◆❉❊▲✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❆✳ ❈▲❆■❘❖◆✱ ◆✳ ❉■✲
▼❆❘❈◗✳ ✧❈♦❤❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦❧❞ ❛t♦♠s✧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
❏♦✐♥t ❊❋❚❋✲❋❈❙ à ❚❛♠♣❛ ❋❧♦r✐❞❡ ✭❯❙❆✮ ✭✷✵✵✸✮✳
▲■❙❚❊ ❈❖▼P▲➮❚❊ ❉❊ ▼❊❙ ❈❖▼▼❯◆■❈❆❚■❖◆❙ ❖❘❆▲❊❙
✷✵✵✼ ❬✶❪ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦r❛❧❡ à ❧✬é❝♦❧❡ ❞✬été ✧❆t♦♠ ❖♣t✐❝s ❛♥❞ ❙♣❛❝❡ P❤②s✐❝s✧ ❊◆✲
❘■❈❖ ❋❊❘▼■ à ❱❛r❡♥♥❡s ✭■t❛❧✐❡✮✳
✷✵✵✻ ❬✷❪ ✧❉❛r❦ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣✉❧s❡s ✿ ❚✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❘❛♠s❡② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡
t❤r❡❡✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❝❧♦❝❦s✧✱ sé♠✐♥❛✐r❡ ❛✉ ◆■❙❚
❇♦✉❧❞❡r ❈♦❧♦r❛❞♦ ✭❯❙❆✮ ❧❡ ✶✼ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✵✻✳
✷✵✵✺ ❬✸❪ ✧❈♦❤❡r❡♥t P♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛t ▲◆❊✲❙❨❘❚❊✧✱ sé♠✐♥❛✐r❡ ❛✉
❏■▲❆ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦✉❧❞❡r ❈♦❧♦r❛❞♦ ✭❯❙❆✮ ❧❡ ✶❡r ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✳
✷✵✵✹ ❬✹❪ ✧❘❛♠s❡② ❢r✐♥❣❡s ✇✐t❤ ❉❛r❦ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛t♦♠✐❝ ❝❧♦❝❦s✧✱
sé♠✐♥❛✐r❡ ❛✉ ▼■❚ ❡t ❛✉ ❍❛r✈❛r❞ ❙♠✐t❤s♦♥✐❛♥ ❝❡♥t❡r ❢♦r ❛str♦♣❤②s✐❝s à ❇♦st♦♥
✭❯❙❆✮ ✵✻✲✶✶ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳
❬✺❪ ✧❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛♠s❡② ❢r✐♥❣❡s ✇✐t❤ ❖♣t✐❝❛❧ ❈P❚ ♣✉❧s❡s✳✧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♦r❛❧❡ à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❊❋❚❋ à ●✉✐❧❞❢♦r❞ ✭❯❑✮ ✵✺✲✵✼ ❆✈r✐❧ ✷✵✵✹✳
▲■❙❚❊ ❈❖▼P▲➮❚❊ ❉❊❙ ❈❖▼▼❯◆■❈❆❚■❖◆❙ P❆❘ ❆❋❋■❈❍❊
✷✵✶✷ ❬✶❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭▲P▼❆❆✲❯P▼❈✮✱ ❙✳ ❆▲▼❖◆❆❈■▲✱ ❏✳ ❉❆
❈❖❙❚❆✱ ❈✳ ❏❆◆❙❙❊◆✳ ✧▲✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ❛ r❛♣✐❞❧② t✉♥✐♥❣ ❞✐♦❞❡
❧❛s❡r ❢♦r ✐s♦t♦♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t CO2✳✧ ✶✶t❤ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❆❙❆✲❍■❚❘❆◆
✷✾✲✸✶ ❆♦ût ✷✵✶✷✳
❬✷❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭▲P▼❆❆✲❯P▼❈✮✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❊✳ ❆❘■✲
▼❖◆❉❖✳ ✧▼❛❣✐❝ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞r❡ss✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ✐♥ ❤✐❣❤✲❛❝❝✉r❛❝② ♦♣✲
t✐❝❛❧ ❝❧♦❝❦s✳✧❳❳■■■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆t♦♠✐❝ P❤②s✐❝s ■❈❆P
❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ✷✸✲✷✼ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✶✷✳
❬✸❪ ❚✳ ❩❆◆❖◆✲❲■▲▲❊❚❚❊ ✭▲P▼❆❆✲❯P▼❈✮✱ ❊✳ ❞❡ ❈▲❊❘❈◗✱ ❊✳ ❆❘■✲
▼❖◆❉❖✳ ✧❯❧tr❛❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❛r❦
r❡s♦♥❛♥❝❡s ✿ ❊①❛❝t st❡❛❞②✲st❛t❡ ❧✐♥❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡
❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣✉❧s❡❞ r❡❣✐♠❡✳✧ ❳❳■■■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆t♦♠✐❝
P❤②s✐❝s ■❈❆P ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ✷✸✲✷✼ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✶✷✳
✷✵✵✼ ❬✹❪ ●✳❑✳ ❈❆▼P❇❊▲▲✱ ❙✳ ❇▲❆❚❚✱ ▼✳▼✳ ❇❖❨❉✱ ❆✳❉✳ ▲❯❉▲❖❲✱ ❚✳ ❩❊▲❊✲
❱■◆❙❑❨✱ ❙✳▼✳ ❋❖❘❊▼❆◆✱ ❚✳ ❩❆◆❖◆ ✭❏■▲❆✮✱ ❏✳ ❨❊✳ ✧❯❧tr❛✲❤✐❣❤ r❡s♦✲
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Re´sume´
Ce me´moire porte sur mes travaux de recherche a` l’interface entre la physique atomique
des horloges et l’instrumentation laser. Ils ont pour objectif de re´aliser de nouveaux spec-
trome`tres a` tre`s haute re´solution en fre´quence en re´alisant la spectroscopie laser de tran-
sitions atomiques faiblement permises par couplage dipolaire e´lectrique ou comple´tement
interdites a` des fre´quences de re´fe´rence de plusieurs centaines de te´rahertz. Apre`s avoir
brie`vement rappele´ la structure hyperfine et magne´tique de la transition d’horloge de l’e´tat
fondamental du ce´sium, atome retenu depuis 1967 pour la de´finition de la seconde, je pour-
suivrai avec une e´tude de´taille´e, the´orique et expe´rimentale, des e´tats magne´tiques d’un
spin nucle´aire par spectroscopie laser de la transition d’horloge optique entre les e´tats
1S0 et
3P0 d’une espe`ce fermionique posse´dant une configuration e´lectronique (ns,nl) avec
deux e´lectrons de valence comme le strontium, l’ytterbium ou le mercure. Nous discute-
rons e´galement l’existence d’un champ magne´tique statique ”magique” capable de re´duire
fortement le de´placement line´aire et quadratique Zeeman de la transition d’horloge graˆce
a` l’habillage du spin nucle´aire a` l’aide d’un champ de radiofre´quence. Le manuscrit se
focalise ensuite sur la possibilite´ de re´aliser l’interrogation de la transition interdite en
pre´parant l’espe`ce bosonique, de spin nucle´aire nul, dans une superposition d’e´tats quan-
tiques transparente a` la lumie`re laser. Afin de garantir une pre´paration rapide et efficace
de cette superposition d’e´tats tout en e´liminant la correction de fre´quence induite par la
pre´sence de de´placements lumineux, le me´moire pre´sente une nouvelle me´thode de spec-
troscopie a` 2 photons par re´sonance noire en re´gime impulsionnelle e´tendue ensuite a` la
spectroscopie Hyper-EIT/Raman.
Le manuscrit se termine avec la pre´sentation d’un nouveau projet de recherche sur la
spectroscopie laser infrarouge en sciences atmosphe´riques et astrophysiques a` l’interface
entre la physique mole´culaire et le de´veloppement instrumental d’une source laser ultra-
stable en fre´quence.
